﻿Teodor HUIDU Cornel MARIN PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ Recenzia științifică: Prof dr ing Nicolae Enescu Prof dr ing Ion ROȘCA PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 2 Descrierea CIP a Bibliotecii naționale a României HUIDU, TEODOR Probleme rezolvate de mecanică / Teodor Huidu, Cornel Marin - Târgoviște : Editura Macarie, 2001 260p; 25cm - (Universitaria) Bibliogr ISBN 973 - 8135 - 60 - 5 I Marin, Cornel 531(076) Consilier editorial: Mihai VLAD Tehnoredactare computerizată: Cornel MARIN ©2001 - Toate drepturile sunt rezervate autorilor PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 3 CUPRINS PREFAȚĂ CAPITOLUL I STATICA PUNCTULUI MATERIAL Elemnte de bază din teoria vectorilor Rezumat 1 1 Statica punctului material Probleme din teoria vectorilor 1 2 Reducerea unui sistem de forțe concurente coplanare Probleme rezolvate 1 3 Reducerea unui sistem de forțe concurente spațiale Probleme rezolvate Echilibrul punctului material liber și supus la legături Axioma legăturilor Rezumat 1 4 Echilibrul punctului material liber Probleme rezolvate 1 5 Echilibrul punctului material supus la legături ideale și reale Probleme rezolvate Probleme propuse CAPITOLUL II REDUCEREA SISTEMELOR DE FORȚE Reducerea istemelor de forțe aplicate solidului rigid Rezumat 2 1 Reducerea sistemelor coplanare de forțe și cupluri Probleme rezolvate 2 2 Reducerea sistemelor de forțe paralele Probleme rezolvate 2 3 Reducerea sistemelor spațiale de forțe și cupluri Probleme rezolvate CAPITOLUL III CENTRE DE MASĂ SI CENTRE DE GREUTATE Centre de masă și centre de greutate Rezumat 3 1 Centrul de masă pentru bare omogene Probleme rezolvate 3 2 Centrul de masă pentru plăci omogene Probleme rezolvate 3 3 Centrul de masă pentru corpuri omogene Probleme rezolvate CAPITOLUL IV ECHILIBRUL FORȚELOR APLICATE SOLIDULUI RIGID Teoremele echilibrului forțelor aplicate solidului rigid Rezumat 4 1 Echilibrul solidului rigid liber sub acțiunea unui sistem spațial de forțe 4 2 Echilibrul solidului rigid de tip placă sau bară supus la legături sub acțiunea unui sistem coplanar de forțe CAPITOLUL V ECHILIBRUL SISTEMELOR DE CORPURI Teoremele echilibrului forțelor aplicate sistemelor de corpuri Rezumat 5 1 Echilibrul sistemelor plane de corpuri de tip bară Probleme rezolvate 5 2 Echilibrul sistemelor plane de corpuri cu frâne de tip sabot, tampon sau bandă Probleme rezolvate CAPITOLUL VI GRINZI CU ZĂBRELE Echilibrului forțelor aplicate grinzilor cu zăbrele Rezumat PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 4 Grinzi cu zăbrele Probleme rezolvate CAPITOLUL VII ECHILIBRUL FIRELOR OMOGENE Echilibrul firelor omogene Rezumat Probleme rezolvate de echilibrul firelor omogene CAPITOLUL VIII CINEMATICA MIȘCĂRII ABSOLUTE A PUNCTULUI MATERIAL Probleme rezolvate de cinematica mișcării absolute a punctului material CAPITOLUL IX DINAMICA MIȘCĂRII ABSOLUTE A PUNCTULUI MATERIAL Probleme rezolvate de dinamica mișcării absolute a punctului material CAPITOLUL X CINEMATICA RIGIDULUI ȘI A SISTEMELOR DE RIGIDE Probleme rezolvate de cinematica rigidului și a sistemelor de rigide Probleme propuse CAPITOLUL XI CINEMATICA MIȘCĂRII RELATIVE A PUNCTULUI MATERIAL Probleme rezolvate de cinematica mișcării absolute a punctului material Probleme propuse CAPITOLUL XII DINAMICA MIȘCĂRII RELATIVE A PUNCTULUI MATERIAL Probleme rezolvate de dinamica mișcării absolute a punctului material Probleme propuse CAPITOLUL XIII DINAMICA RIGIDULUI ȘI A SISTEMELOR DE RIGIDE Probleme rezolvate de dinamica rigidului și a sistemelor de rigide Probleme propuse CAPITOLUL XIV MECANICĂ ANALITICĂ Principiul lucrului mecanic virtual și principiul lui d'Alembert Probleme rezolvate Ecuațiile lui Lagrange de speța a doua Probleme rezolvate PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 5 PREFAȚĂ Această lucrare este rezultatul experienței autorilor în predarea cursului de Mecanica teoretică, studenților Facultăților de inginerie din cele două centre universitare: Universitatea “Petrol-Gaze” Ploiești și Universitatea “Valahia” Târgoviște Lucrarea cuprinde 14 capitole și anume: Statica punctului material, Elemente de bază din teoria vectorilor, Reducerea forțelor aplicate solidului rigid, Centre de masă și centre de greutate, Echilibrul forțelor aplicate solidului rigid, Echilibrul sistemelor de corpuri, Grinzi cu zăbrele și Echilibrul firelor omogene, Cinematica punctului material, Dinamica punctului material, Cinematica mișcării relative a punctului material, Dinamica mișcării relative punctului material, Cinematica rigidului și a sistemelor de rigide, Dinamica rigidului și a sistemelor de rigide, Elemente de mecanică analitică Primele șapte capitole conțin câte un scurt Rezumat de teorie pentru înțelegerea problemelor rezolvate și care sunt în acord cu Programa analitică a cursului de Mecanică predat studenților în anul I și II la facultățile tehnice S-au prezentat cinci algoritmi de rezolvare a unor probleme de Statică cu ajutorul programului Microsoft EXCEL, cu cîte un exemplu concret pentru fiecare caz Unele aplicații sunt inspirate din practica inginerească, altele au fost create de autori de-a lungul anilor, ca subiecte de examen Acestea au un grad de dificultate mediu, fiind accesibile studenților din anii I și II de la profilurile mecanic, metalurgic, electric, etc Forma de prezentare clară pune în evidență experiența în activitatea cu studenții, fiecare capitol fiind bine fundamentat și ușor de asimilat Aceast culegere este rezultatul colaborării fructuoase dintre doi autori de formații diferite: un matematician și un inginer mecanic Autorii speră că prezentarea sub această formă a problemelor și a temelor aplicative va fi utilă atât pentru pregătirea examenului de Mecanică (pentru studenții anilor I și II) precum și pentru toți cei interesați în rezolvarea unor aplicații practice de Mecanică Autorii doresc să mulțumească tuturor studenților și colegilor pentru observațiile, sugestiile, adăugirile pe care le-au adus în timp și care au contribuit la apariția lucrării sub această formă De asemenea mulțumim călduros sponsorilor care au contribuit la apariția acestei ediții, și pe care îi asigurăm atât de recunoștința noastră cât mai ales de cea a beneficiarilor acestei lucrări Târgoviște Autorii PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 7 CAPITOLUL I STATICA PUNCTULUI MATERIAL REZUMAT DE TEORIE a Mărimi scalare și vectoriale În Mecanica teoretică se operează cu mărimi scalare (de exemplu: masa, timpul, lungimea, etc) și cu mărimi vectoriale (de exemplu: forța, momentul unei forțe în raport cu un punct, cuplul de forțe, viteza, accelerația, impulsul, momentul cinetic, etc) Vectorul este o entitate matematică caracterizată prin: punct de aplicație, direcție (suport), sens (orientare) și mărime (scalar, modul) În funcție de punctul de aplicație se deosebesc: > vectori liberi - care au punctul de aplicație oriunde în spațiu și sunt caracterizați de trei parametri scalari independenți (respectiv, proiecțiile vectorului pe cele trei axe de coordonate); > vectori alunecători -au punctul de aplicație situat pe o dreaptă din spațiu și sunt caracterizați de cinci parametri scalari independenți (respectiv, proiecțiile vectorului pe cele trei axe de coordonate și coordonatele punctului de intersecție al suportului său cu planul Oxy); > vectori legați - au punctul de aplicație fix în spațiu și sunt caracterizați de șase parametri scalari independenți (respectiv proiecțiile vectorului pe cele trei axe și coordonatele punctului de aplicație) b Expresia analitică a unui vector liber și a unui versor Se consideră un sistem cartezian de axe Oxyz având versorii i, j, k pentru care se cunosc proiecțiile aXt ay az , ale vectorului pe cele trei axe Expresia analitică a vectorului a este: a = ai + a j + a k (1) Mărimea vectorului a este prin definiție numărul pozitiv notat cu : a = |ă| = a* + a? + a22 (2) Cosinușii directori ai unghiurilor vectorului a cu direcțiile celor 3 axe sunt: - a a a - a cos(a,i) = — = x ; cos(a,j) = —; cos(a,k) = — (3) a aa +aг +aг a a у x y z PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 8 Versorul vectorui a este prin definiție un vector unitar, având mărimea egală cu 1, aceeași direcție și sens cu vector a : Un vector poate fi definit prin cele două extremități ale sale având coordonatele A(xA,yA,zA) și B(xB,yB,zB), și are expresia analitică: AB = (xb - xa)i + (Ув - Уа)! + (zb - ZA)k (5) Expresia analitică a versorului vectorului AB conform (4) este: versAB = AB (xb - x ) + (Ув - Уа)! + (ZB - ZA)k AB л/(xB - xA) + (yB - УаУ + (ZB - ZA) (6) Observație În cazul rigidului supus la legături, reacțiunile sunt necunoscute ale problemei (deoarece nu se cunoaște mărimea și sensul lor): pentru rezolvarea problemei se alege un sens oarecare ale reacțiunii; dacă din calcul rezultă un număr pozitiv, atunci sensul ales este corect; dacă din calcul rezultă un număr negativ, sensul real este opus celui ales c Produsul scalar a doi vectori Proiecția unui vector pe o axă Dându-se un sistem de axe cartezian Oxyz și vectorii a și b având expresiile analitice: a = ai + a j + a k , b = b i + b j + b k, se definește produsul scalar al celor doi vectori , numărul (pozitiv sau negativ): a ■ b = a ■ b ■ cos(a, b ) (7) Expresia analitică a produsului scalar este: a ■ b = a b + a b + a b (8) xx У У Z У PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 9 Cu ajutorul produsului scalar se poate exprima cosinusul unghiului dintre cei doi vectori ; din relațiile (7) și (8) rezultă: cos(a,b ) = ab a b + ab + ab x x У У z z Ja a + a a + aг ■ Ib2 + b2 + b2 \f x y z у x y z (9) a ■ b Cu ajutorul produsului scalar se poate exprima analitic proiecția unui vector a , pe o direcție orientată Л având versorul: йд = cos a ■ i + cos P ■ j + cos у ■ k , (10) astfel: au = ргд a = a ■ йд= ax ■ cos a + a ■ cos P + az ■ cos у (11) Ținând seama expresia (11), proiecția vectorului a = axi + ay j + azk pe direcția vectorului b = b i + b j + b k se scrie : xy z ab = pr~ a = a ■ ub a ■ b + a ■ b + a ■ b x x У У z z b (12) d Produsul vectorial a doi vectori, a produsului mixt și a produsului dublu vectorial a trei vectori Se consideră un sistem cartezian de axe Oxyz și vectorii a și b având expresiile analitice: a = axi + a j + az k și respectiv b = bxi + b j + bz k Se definește produsul vectorial al celor doi vectori c = a x b , un vector având următoarele caracteristici: > mărimea sau modulul egal cu aria paralelogramului format din cei doi vectori a și b : |c| = a ■ b ■ sin(a,b) > direcția - perpendiculară pe planul paralelogramului format din cei doi vectori a șib : c ±(a,b ) (fig 1 2) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 10 Produsul vectorial a doi vectori a și b are expresia analitică: i j к c = a x b = sau : a x b x a У b У a z b z (13) c = (a b - a b )i + (a b - a b )j + (a b - a b )k ' у z z У / ' z x x z / j ' x У У x / Produsul mixt a trei vectori a , b și c este prin definiție produsul scalar dintre vectorul a și vectorul (b x c): a • (b x c)=(a,b ,c) = a a x x b b x У c c x У a x b z c z (14) Produsul mixt respectă următoarea regulă (apermutărilor circulare): a •(b x c ) = b • (c x a )= c •(a x b) sau (a,b ,c)= (b ,c,a)= (c,a,b) (15) Produsul mixt reprezintă volumul paralelipipedului având ca muchii concurente într-un vârf, pe cei trei vectori (fig 1 3) Produsul dublu vectorial a trei vectori a , b și c este prin definiție produsul vectorial dintre vectorul a și vectorul (b x c) și se determină cu ajutorul formulei: a x(b x c)= (a • c) • b - (a • b) • c (16) 1 1 OPERAȚII CU VECTORI PROBLEME REZOLVATE 1 1 1 Se consideră vectorii având următoarele expresii anlitice față de un sistem de axe Oxyz: a = 2i - j + 3k; b = 5 j + 4k; c = -2i + j Se cere să se calculeze: a • b; pr-ă; a x b; |a x b|; cos(a,b);c • (a x b );c x (a x b) Problema s-a rezolvat folosind relațiile prezentate în rezumatul de teorie cu ajutorul programului Microsoft-Excel conform algoritmului prezentat în continuare PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 11 ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL MICROSOFT EXCEL ȘI REZULTATELE OBȚINUTE PENTRU PROBLEMA 1 1 1 DATE D »E E NTRAR! E DATE DE IEȘIRE A B C D E F G H I J K L M Nr ax ay az bx by bz Cx cy cz a b c a ■ b 0 SQRT(A1A2+ В1л2+С1л2) SQRT(DE2+ EE2+FE2) SQRT(GE2+ Н1Л2+І1Л2) A1*D1+ B1*E1+ C1*F1 1 2 -1 3 0 5 4 -2 1 0 3,7416 6,4031 2,2361 7 N O P R S Prba (ă x b )x (ă x b )y (a x b ț ă x b A1*D1/K1+B1*E1/K1 +C1*F1/K1=M1/K1 B1*F1-C1*E1 C1*D1-A1*F1 A1*E1-B1*D1 SQRT(OE2+ PE2+RE2) 1,0932 -19 -8 10 22,9129 T U V W X cos(ă,b) c ■(ă xb) [c x (ă x b )]„ [c x (ăx b I [c x (ă x b )], M1/(J1*K1) G1*O1+H1*P1+I1*R1 H1*R1-I1*P1 I1*O1-G1*R1 G1*P1-H1*O1 0,2922 30 10 20 35 Conform rezultatelor din tabel, mărimile cerute sunt: a ■ b = 7 ; pr~ă = 1,0932; a x b = -19i - 8j +10k; \ă x b\ = 22,9129; cos(a,b ) = 0,2922; c ■ (a x b ) = 30; c x(a x b )= 10i + 20 j + 35k 1 1 2 Se consideră punctele A1(1,-2,3), A2(2,4,1), A3(4,5,6) Se cere: • să se exprime analitic vectorii A1A2 si A2A3, • produsul lor scalar al vectorilor A1A2 si A2 A3, • să se calculeze unghiurile celor doi vectori Problema s-a rezolvat folosind relațiile prezentate în rezumatul de teorie cu ajutorul programului Microsoft-Excel, conform algoritmului prezentat în continuare PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 12 ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL MICROSOFT EXCEL ȘI REZULTATELE OBȚINUTE PENTRU PROBLEMA 1 1 2 D ATE DE I NTRARE DATE DE IEȘIRE A B C D E F G H I J K L Nr XA1 yA1 ZA1 XA2 yA2 ZA2 XA3 yA3 ZA3 (AA2 )x (A a2 )y (A a2 )z 0 D1-A1 E1-B1 F1-C1 1 1 -2 3 2 4 1 4 5 6 1 6 -2 M N O P R S T (A A3 )x (A2 A3 )y (A2 A3 )z A1A2 A2 A3 aa2 • a2 a 3 COS a G1-D1 H1-E1 I1-F1 SQRT(J1A2+K1A2+ L1A2) SQRT(M1A2+N1A2 + O1A2) J1*M1+K1*N1+ L1*O1 S1/(P1*R1) 2 1 5 6,4031 5,4772 -2 -0,057 Conform rezultatelor din tabel, expresiile analitice ale celor doi vectori, produsul lor scalar și unghiul dintre vectori, conform rezultatelor din tabel sunt: A1A 2 — i + 6 j — 2k; A 2 A3 — 2i + j + 5k A1A2 • A2 A3 — —2; cos a — —0,057 PROBLEME PROPUSE Același enunț ca la probleme 1 1 1 pentru vectorii: 1 1 3 a — 2i — J + 3k; b — J + 4k; c ——2i — J 1 1 4 a — 2i — J — 3k; b — i + J + 4k; c — —2i + J + 2k 1 1 5 a — i + 3k; b — 5 J + k; c ——2i + 4 J 1 1 6 a — 2i; b — 4i + 5 J + 4k; c ——2i + J — k 1 1 7 a — 2i + J + 3k; b — 5J — 4k; c — 2i — J 1 1 8 a — 2i — 9 J + 3k; b — 6 J + k; c — 2i + 6 J — 4k Același enunț ca la probleme 1 1 2 pentru punctele: 1 1 9 A1(0,1,3), A2(2,4,6), A3(-4,5,8) 1 1 10 A1(1,-5,3), A2(2,4,-4), A3(4,5,0) 1 1 11 A1(1,-2,0), A2(7,4,-1), A3(4,0,6) 1 1 12 A1(1,-6,3), A2(8,0,1), A3(0,5,6) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 13 1 2 REDUCEREA FORȚELOR CONCURENTE COPLANARE PROBLEME REZOLVATE 1 2 1 Se consideră un punct material asupra căruia acționează un sistem de 4 forțe coplanare {f } =1 4 (fig 1 2 1 a) având modulele și direcțiile față de Ox date de: FI = 8/2F, а =П; IfJ = 2F, a2 =n; |f| = 3F, a3 =-n; \F4\ = A/3F, a4 =-— i 1 4 i 2i 2 i 3 3 2 i 4 4 3 Se cere să se determine rezultanta celor patru forțe (ca mărime, direcție și sens) Rezolvare: Pentru a determina rezultanta celor patru forțe din fig 1 2 1 a se aplică teorema proiecțiilor pe axele sistemului Oxy: mărimea proiecției rezultantei după cele două direcții Ox și Oy este egală suma mărimilor proiecțiilor forțelor: 4 X = £ x = F co^j- + |F21 cos n + |F31 cos| 1 TT 1 — — + F4 cos — — l 2 J 4 l 3 J = (6 + ^3 )F ( 4 Y = £ Y = |f| sin n + £ 1 1 11 4 sin n + |F31 sin + |F4| sin = 2 F l 2J l 3J Expresia anlitică a rezultantei celor trei forțe și mărimea ei sunt date de: R = Xi + Yj = (6 + 73 )Fi + 2Fj; |R = R = J X2 + Y2 = F^ 43 + 1A/3 Direcția și sensul rezultantei sunt date de mărimea unghiului aR pe care aceatsa îl face cu axa Ox (fig 1 2 1 b) : Fig 1 2 1 b PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 14 y /F1 F2 ^^a1 x * O F3 , г ^4 Fig 1 2 2 1 2 2 Asupra unui punct material O acționează forțele concurente și coplanare fa }i=1 4 având mărimile, direcțiile și sensurile din fig S1 2 2 Se cunosc: FI = ^3F, ai =П; 6 F| = 6F, a3 = 3П; Se cere: Expresia forțelor și unghiul pe care îl face aceasta cu axa Ox FI = 2F, a, = n n FI = 2j2F; a, = 4 analitică a rezultantei Răspuns: R = 2л/зPi - 2Pj ; ar = 6 Problema s-a rezolvat și cu ajutorul programului Microsoft-Excel, conform algoritmului prezentat în continuare ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL EXCEL ȘI REZULTATE OBȚINUTE PENTRU PROBLEMA 1 2 2 DATE DE INTRARE A B C D E F G H Nr F1/F F2/F F3/F F4/F a1 a2 a 3 a4 0 1 6,9292 2 6 2,8284 n/6 n 3n/2 -n/4 DATE DE IESIRE J K L M N X/F Y/F R/F tg aR aR (rad) A1*cosE1+B1*cosF1+ C1*cosG1+D1*cosH1 A1*sinE1+B1*sinF1+ C1*sinG1+D1*sinH1 SQRT (Лл2+К1л2) K1/J1 arctgM1 3,4641 (^/3) -2 4 -0,5773 -0,5236 (-n/6) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 15 1 3 REDUCEREA FORȚELOR CONCURENTE SPAȚIALE PROBLEME REZOLVATE 1 3 1 Asupra unui punct material M acționează un sistem de 4 forțe concurente {Fi}i=1 4având modulele: |f| = A/Î0f,|F2| = 5F,|F3| = 3^/37F,|F4| = 4a/5F și direcțiile date de muchiile sau diagonalele unui paralelipiped dreptunghic ca în fig S1 3 1(M^O) ; se cunosc: OA=a, OC=2a, OO=6a Se cere să se determine rezultanta forțelor (mărimea, direcția și sensul) Rezolvare: Expresiile analitice ale celor patru forte fată de sistemul de referință Oxyz 5 5 5 S ales (M=O) sunt: F = |F11 • versF1 = |F11 • versOC' = = A/10F • Xc'j + + zc'k = 2 Fj + 3Fk Jx2 + y2 + z2 у c s c c F2 = |F2| • versF^ = |F2| • versOO' = 5Fk F3 = \FI • versF3 = \F I • versOA = 3^37 F a + 6ak = 3Fi + 18Fk 314 314 ^a2 + (6a)2 F = FJ • versF = FJ • versOB = 4j5F + ~a = = 4Fi + 8Fj ■yj a + ( za j Expresia analitică a rezultantei este: R = £ F = 7 Fi +10 Fj + 29Fk i=1 Proiecțiile rezultantei pe axele sistemului de coordonate Oxyz sunt: X=7F, Y=10F, Z=29F Mărimea rezultantei este dată de: |R = R = slX2 + Y2 + Z2 = 3/1Î0 F Direcția și sensul rezultantei este dată de unghiurile pe care le face cu axele sistemului de coordonate: cos aR = 0,222 ; aR = 77,1450 cos вR = 0,318; вR = 71,4690 cos уR = 0,921; уR = 22,827° PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 16 PROBLEME PROPUSE 1 3 2 Asupra unui punct material M acționează forțele concurente {Fi }i=1 4având mărimile: |f| = 3V68F,|F2| = 2V13f,|F3| = 4д/73Е,|Е4| = 6F direcțiile și sensurile fiind date de muchiile sau diagonalele paralelipipedului dreptunghic din fig 1 3 2 (M^O); se cunosc: OA=3a, OC=8a, OO =2a Se cere expresia analitică a rezultantei forțelor și unghiurile pe care îl face aceasta cu axele de coordonate R = 18Fi + 56Fj + 16Fk; R = 60,959F; aR = 72,:8250;PR = 23,2700;yR = 74,7830; 1 3 3 Același enunț ca la problema 1 3 2 (fig 1 3 3) cu datele: F1 = ^29F\F2\ = 4F,\F3\ = J3ĂF, |F4| = JÎ3F, OA=3a, OC=2a, OO'=5a 4 R =Y Fi = 6Fi + 4Fj + 14Fk; |r|= 15,748F; aR = 67,6040, PR = 75,2850,yR = 27,252° i=1 Problema 1 3 2 s-a rezolvat și cu ajutorul programului Microsoft-Excel, conform algoritmului prezentat în continuare PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 17 ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL MICROSOFT EXCEL PENTRU PROBLEMA 1 3 2 DATE DE IN TRA RE A B C D E F G H I J K L M Nr x1/a y1/a z1/a x2/a y2/a z2/a x3/a Уз/а z3/a x4/a У4/а z4/a Fi/F 1 0 8 2 3 0 2 3 8 0 0 0 2 24,74 DATE DE IESIRE N O P Q R S F2/F F3/F F4/F (versFi)x (versFi)y (versFi)z A1/[SQRT(A1A2+ В1л2+С1л2)] B1/[SQRT(AE2+ В1Л2+С1Л2)] C1/[SQRT(AE2+ В1Л2+С1Л2)] 7,2111 34,1760 6 0 0,9701 0,2425 T U V W X Y (versF2)x (versF2)y (versF2)z (versFs)x (versF3)y (versFs)z D1/SQRT(DE2 +EE2+FE2) E1/SQRT(DE2+E E2+FE2) F1/SQRT(DE2+E E2+FE2) G1/[SQRT(GE2+ Н1Л2+І1Л2)] H1/[SQRT(GE2+ Н1Л2+І1Л2)] I1/[SQRT(GE2+ Н1Л2+І1Л2)] 0,8320 0 0,5547 0,3511 0,9363 0 Z AA AB AC AD AE (versF4)x (versF4)y (versF4)z X/F Y/F Z/F J1/SQRT(JE2+ KE2+LE2) K1/SQRT(JE2+K E2+LE2) L1/SQRT(JE2+ KE2+LE2) M1*Q1+N1*T1+ O1*W1+P1*Z1 M1*R1+N1*U1+ O1*X1+P1*AA1 M1*S1+N1*V1+ O1*Y1+P1*AB1 0 0 1 18 56 16 AF AG AH AI R/F «R Pr Yr SQRT(ACE2+ADE2+ AEE2) arccos(AC1/AF1) arccos(AD1/AF1) arccos(AE1/AF1) 60,959 72,8250 23,2700 74,7830 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 18 1 4 STATICA PUNCTULUI MATERIAL REZUMAT DE TEORIE a Principiul paralelogramului Fiind date două forțe F1 si F2 care acționează asupra unui punct material liber A, principiul paralelogramului postulează că efectul celor două forțe este același cu al unei forțe rezultante R, care este diagonala mare a paralelogramului având ca laturi forțele F1 si F2 (fig 1 4 1) Sunt valabile următoarele relații: R = F + F2; R = д/F/ + F22 + 2 F F2 cos a ; R F = F sin a sin(a - p) sin p tg P = F2 sin a F + F2 cos a ’ b Teorema proiecțiilor Fiind dat un sistem de forțe, concurente într-un punct O din spațiu, {F }12 n acesta se reduce (sau este echivalent) în punctul O cu o forță rezultantă R, care se obține aplicând succesiv principiul paralelogramului n enunțat mai sus: R = 2 F i=1 Dacă se notează cu Xi, Yi , Zi, proiecțiile unei forțe oarecare Fi a sistemului și cu X, Y, Z proiecțiile forței rezultante R pe axele triedrului triortogonal drept Oxyz, atunci sunt valabile următoarele relații: n n n X = 2X,; Y = 2y,; z = 2z, i = 1 i=1 i = 1 Aceste relații teorema proiecțiilor care se enunță astfel: proiecția rezultantei pe o direcție oarecare este egală cu suma proiecțiilor tuturor forțelor sistemului după acea direcție Sunt valabile următoarele relații: R = Xi + Yj + Zk R = VXг + Y2 + Z2 = ^/(2X()2- + (2 Y)2 +(2ZȘ c Axioma legăturilor Dacă asupra unui punct M din spațiu supus la legături acționează un sistem de forțe {f} 2 „ (a cărui rezultantă se notează cu Ra), conform axiomei PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 19 legăturilor orice legături geometrice pot fi întotdeauna suprimate și înlocuite cu forțe corespunzătoare (a căror rezultantă se notează cu Rleg) Din punct de vedere geometric punctul material poate fi considerat ca un punct material liber, iar din punct de vedere mecanic constrângerile au fost înlocuite cu forțe de legătură Teorema echilibrului puctului material supus la legături: condiția necesară și suficientă pentru ca unpunct material să rămână în echilibru sub acțiunea forțelor exterioare și de legătură este ca rezultanta lor să fie nulă: Ra + Rleg = 0 X + Xleg = 0; Ya + Yleg = 0; Za + Zleg = 0; Din punct de vedere al naturii forțelor de legătură, legăturile punctului material pot fi legături fără frecare(ideale) și legături cu frecare (reale) b Echilibrul punctului material supus la legături cu frecare Un punct material aflat pe o suprafață cu frecare nu va părăsi poziția de repaus atât timp cât rezultanata forțelor aplicate se află în interiorul conului de frecare (având axa după normala la suprafață și unghiul la vârf 2p) Forța de frecare T respectă următoarele legi ale frecării uscate (legile lui COULOMB): a modulul forței de frecare |tJ este proporțional cu reacțiunea normală N; b modulul |Tma^| depinde de natura corpurilor și de starea suprafețelor de contact: \T^=pN unde p =tgp este coeficientul de frecare de alunecare, iar p este unghiul de frecare; c modulul |T | nu depinde de mărimea suprafeței de contact Sensul forței de frecare de alunecare se opune totdeauna tendinței de deplasare PROBLEME REZOLVATE 1 4 1 Se consideră o sferă M de greutate G care se reazemă fără frecare pe un plan înclinat cu unghiul a și este prinsă printr-un fir de un punct A ; firul face cu verticala unghiul fi ( vezi fig 1 4 1 a) Se cere să se detremine mărimea reacțiunii normale N și a tensiunii din fir S Rezolvare: Ecuația vectorială de echilibru după introducerea forțelor de legătură (conform axiomei legăturilor) se scrie : G + S + N = 0 (a) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 20 Alegând axele Ox și Oy în mod convenabil (fig 1 4 1 b) și proiectând pe acestea ecuația vectorială de echilibru, se obțin ecuațiile: 5 >55 N cos a- S sin p = 0 N sin a + S cos p - G = 0 (b) "L = o Y= o Înmulțind, prima ecuație cu cos в și a doua cu sinв și însumându-le membru cu membru se obține: 1 4 2 Se consideră o bilă de greutate G care se reazemă pe suprafața unei sfere de rază r, fiind legată cu un fir de lungime AM= l de punctul fix A aflat la distanța AB =d, față de suprafața sferei fig 1 4 2 a) Se cere mărimea tensiunii din fir S și a reacțiunii N Rezolvare: Ecuația vectorială de echilibru se scrie: G + S + N = 0 (a) Dacă se introduc unghiurile a și в și se aleg convenabil axele Ox și Oy (ca în fig S1 5 2 b) condiția de echilibru se scrie: - S sin a + N sin p = 0 S cos a + N cos p - G = 0 L X = 0 L Y, = 0 I (b) Multiplicând prima ecuație (b) cu cose și a doua cu sine și însumându-le membru cu membru se obține: sin a sin P N = G ; s = G - sin( a + P) sin( a + P) (c) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 21 r Din teorema sinusurilor aplicată în triunghiul OAM, avem: l r d + r sin a r sin В l = = = -; = sin p sin a sin(a + в) -sin(a + в)-d + r sin(a + в)-d + r r l deci se obține: N = G -; S = G d + r d + r (d) 1 4 3, Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare (coeficientul de frecare fiind ți) pe un semicerc de rază R, De inel sunt legate două fire care trec fără frecare prin inelele fixe Ai și A2 (fig 1 4 3) La capetele firelor sunt legare două corpuri de greutăți G1 și G2, Se cere să se determine raportul greutăților G1 / G2 pentru ca inelul să rămână în repaus pentru un unghi Ѳ dat, Rezolvare: Se consideră mai întâi că inelul M are tendința de alunecare spre punctul A1 (fig 1 4 3 b); se aleg ca axe de coordonate tangenta și normala la cerc în punctul M Ecuația de echilibru se scrie: S1 + S2 + T + N = 0; (a) У X = 0 > S1 cos - - S2 sin - - T = 0 У Y = 0^ - S1 sinѲ - S2 cosѲ + N = 0 Condiția fizică a frecării este: |t| G2 ѲѲ sin — u cos — 2 2 Ѳ Ѳ cos — + u sin — 22 (f) Deci valorile pe care le poate lua raportul G1 / G2, sunt cuprinse în intervalul: Ѳ sin 2 Ѳ Ѳ Ѳ -u cos— sin — + u cos — 2 4 2 4 2 G ~ Ѳ Ѳ 2 cos— + p sin— 22 Condiția finală de echilibru deci se scrie: zn Ѳ zn Ѳ zn Ѳ zn Ѳ cos( -) -psin( -) „ cos( -) + psin(-) G 4 2 4 2 1 -" (c) cos a + li sin a b) Pentru tendința de deplasare în sus a culisei (fig 1 4 5 c) forța de frecare T acționează în sens invers față de primul caz, ecuațiile de echilibru se scriu analog cu cele din primul caz, schimbând în relația (c) semnul din fața lui ll G și sensul inegalității: G2 aplicate in O Dacă se consideră un sistem de forțe Fi aplicate în punctele (Аі-)і=1д п și se face reducerea pentru fiecare forță a sistemului în punctul O , prin însumarea forțelor și momentelor concurente rezultate se obține un sistem echivalent cu sistemul dat format din două elemete (fig SB2 3): - Rezultanta: R = ^ F i=1 - Momentul rezultant: n n Mo =ZMo(FJ =ZOAiX Fi i=1 i=1 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 29 Perechea formată din R si Mo se numește torsorul de reducere al sistemului de forțe în punctul O: TO d Torsor minimal Axa centrală Dacă se consideră un alt punct O' în care se face reducerea sistemului de forțe (O'^O) rezultanta R = ^ Fi nu se i=1 modifică (primul invariant) iar momentul rezultant se modifică conform relației: Mo, = MO + O'O X R = MO - OO' X R Deci torsorii de reducere în O și O' se scriu: ' R ( R to : л — ; 1 y X, + (ZL - XN)/R2 z = XZ + (XM - YL)/R2 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 30 2 1 REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE COPLANARE 9 PROBLEME REZOLVATE 2 1 1 Asupra cadrului dreptunghiular din figura 2 1 1 a având laturile OA=a, OC=2a, acționează forțele coplanare: F1=F2=42F înclinate cu unghiul a = 7t 4 și F3 = 2F ca în fig 2 1 1 a Se cer : 1) Torsorulul de reducere în punctul O 2) Ecuația suportului rezultantei R , prin tăieturi Rezolvare : 1) Se scriu expresiile analitice ale vectorilor forțe: A = (A cosa)i + ( F sina)j = F(i + j) F2 = -(F2 cos a)i +(F2 sin a)j = F(-i + j) (a) F3 = -Ff = -2Fî Rezultanta sistemului este: R = 11F R = -2Fi + 2Fj (b) z=l z Momentul rezultant fată de O este: 5 (c) = І M(fF ) = ОС x F + OD x F, + OB x E z=l г 3 Mo = 2ajx F(i + j) + z j к a 2a 0 -FF 0 + (ai + aj) x (~2Fi) M(1 = 2>aFk Torsorulul de reducere în punctul O este deci: R=-2Fî + 2F] ^X = -2F; Y = 2F, Z = Q Mo = 3aFk ^L=M = 0; N = 3aF (d) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 31 z = 0 , L-yZ + zY M-zX + xZ N-xY + yX 2) Ecuația axei centrale: -= = X Y Z pentru valorile de mai sus se scrie: 2Fz 2Fz 3aF - 2Fx - 2Fy -2F ~ 2F ~ 0 Axa centrală este o dreaptă definită prin tăieturile ei: P (За/2,0) și 0(0, За/2) (f) Sistemul de forțe este echivalent cu torsorul -c(R,Mo)de reducere în punctul O, sau sistemul de forțe este echivalent cu o rezultantă unică R situată pe axa centrală (întrucât în acest caz: R 1M() = 0, sau R M(l = 0) 2 1 2 Se consideră o placă dreptunghiulară având laturile OA =2a, OC=4a (fig 2 1 2 ) asupra căreia acționează un cuplu în O și 4 forțe coplanare respectiv în Ah A2, A3, A4 înclinate cu: оц = 0; ос, = л 4; oc3 = -л 4; oc4 = л și având modulele date: |Л/| = 4 C- Ca a V 2 2 2 ’ 3a y (e) 2 2 2 Se consideră un cub de latură 2a asupra căriua se apică un sistem de 6 forțe în centrele fețelor cubului de latură 2a având direcția lui OBI , i=1,2,3,4 (fig 2 2 2) de module: F 1 = F; |F2| = 2F; |F^| = 3F; FI=4F; F5 =5F; F6=6F Se cere : 1) Torsorulul de reducere în O; 2) Ecuația axei centrale; 3) Centrul forțelor paralele Rezolvare: 1) Expresiile analitice ale vectorilor paraleli și ale rezultantei acestora, sunt: F = F cos a- versOB R = (EFcos a ) ■ versOB (a) ii i i i i i 1 ii- • ■ 7Г7Г • 7Т7Г OB xBi + yB j + zBk unde versorul direcției OBI se scrie: versOB = г - B B B i OB sl( XBi) + (увг) + (zBi) Expresia analitică a momentului rezultant este: Mo = E Mo (F) = Z FfOĂ x versOB) , L - yZ + zY M - zX + xZ N - xY + yX 2) Ecuația axei centrale: = -= -— XY Z 3) Centrul vectorilor forță paralele C (f n, Z) se determină cu ajutorul relațiilor: E Fx E = E F г г 5 E Fy , n = г=1 5 E F г г , z= 5 E F z г г г 5 E F г г (b) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 37 ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU PROGRAMUL EXCEL ȘI REZULTATELE OBȚINUTE DATE DE INTRARE A B C D E F G H I J Nr x1/a y1/a z1/a F1/F cosa1 x2/a y2/a z2/a F2/F cosa2 1 1 1 0 1 -1 1 1 2 2 1 K L M N O P Q R S T U x3/a y3/a z3/a F3/F cosa3 x4/a y4/a z4/a F4/F cosa4 x5/a 0 1 1 3 1 2 1 1 4 -1 1 V W X Y Z AA AB AC AD AE AF AG y5/a z5/a F5/F cosa5 x6/a y6/a z6/a F6/F cosa6 xB/a yB/a ZB/a 0 1 5 1 1 2 1 6 -1 2 2 2 DATE DE IEȘIRE AH AI AJ AK AL SFixicosai / aF SFiyicosai / aF SFizicosai / aF Ax= versOBx Ay=versOBy A*D*E+F*I*J+K*N*O+P*S *T+U*X*Y+Z*AC*AD B*D*E+G*I*J+L*N*O+Q* S*T+V*X*Y+AA*AC*AD C*D*E+H*I*J+M*N*O+R* S*T+W*X*Y+AB*AC*AD AE/SQRT(AEA 2+ AFA2+AGA2) AF/SQRT(AEA 2+ AFA2+AGA2) -8 -12 2 0,57735 AM AN AO AP AQ AR AZ=versOBZ R/ F = SFicosai/F X/ F = AX R /F Y/ F = Ay R /F Z/ F = AZ R /F MOx/aF =AZ EF'i yicosai/aF -Ay SFi zi cosai/aF AG/SQRT(AEA2+AFA 2+AGA2) D*E+I*J+N*O+S* T+X*Y+AC*AD AN*AK AN*AL AN*AM AM*AI - AL*AJ 0,57735 -1 -0,57735 -0,57735 -0,57735 -8,0829 AT AU AV AW AX AY MOy/aF =Ax SFi Zi cosai/aF- -Az SFi xi cosai/aF MOz/aF =Ay SFi xi cosai/aF - -Ax SFi yi cosai/aF R MO/a2F= (X Mox+ Y MOy + Z Moz )/a2F =0 (verificare) £/a p/a Z/a AK*AJ - AM*AH AL*AH - AK*AI AO*AR+AP*AT+AQ*AU AH/AN AI/ AN AJ/AN 5,7735 2,3094 0 8 12 -2 S-au obținut deci următoarele rezultate pentru problema 2 2 2: PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 38 1) Torsorul de reducere în O: T 0 • 'R = -0,577Fi - 0,577Fj M0 = -8,083aFi + 5,773aFj + 2,309aFk (c) 2) Ecuația axei centrale: - 8,083aF - 0,577Fy + 0,577Fz 5,773aF - 0,577Fz + 0,577Fx 0,577F ~ 0,577 F 2,309aF - 0,577Fx + 0,577Fy = 0,577 F Întrucât pentru toate sistemele de forțe paralele avem: R IM0 = 0, sau R M0 = 0 sistemul se reduce la o rezultantă R situată pe axa centrală care este paralelă cu forțele (cu axa Oz) 3) Centrul forțelor paralele are coordonatele: £ = 8a, n = 12a, Z = -2a C(8a,12a,-2a) (e) PROBLEMĂ PROPUSĂ 2 2 3 Se consideră sistem de forțe paralele verticale F1 ,F2 ,F3, F4 care se aplică respectiv în punctele: A1 (3a,a,0); A2 (a,2a,0); A3 (2a,-a,0); A2 (~2a,5a,0); (fig 2 2 1 a) Forțele au modulele: |fJ = 5F; |F2| = 3F; F3| = 9F; |F4| = F Se cer: 1) Torsorulul de reducere în O; 2) Ecuația axei centrale și poziția centrului forțelor paralele 1)Torsorul de reducere în O: t0 : 'R = 6Fk M 0 = -13aFi + 8aFj 2)Ecuația axei centrale și centrul vectorilor paraleli: 4 13 (4 13 A x = — a; y = a; CI — a; a;0 I 3 6 (3 6 ) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 39 2 3 REDUCEREA SISTEMELOR SPAȚIALE DE FORȚE ȘI CUPLURI PROBLEME REZOLVATE 2 3 1 Se consideră un cub rigid de latură a, asupra căruia acționează forțele: F1 ,F2 ,F3, F4 ca în figura 2 3 1 a Mărimile acestor forțe sunt cunoscute: P| = -JiF, |F3| = |F^| = F, p| = 2F Se cer: 1) Torsorul de reducere în punctul O; 2) Torsorul de reducere în punctul B'; 3) Ecuația axei centrale; 4) Cu ce este echivalent sistemul? 1) Expresiile analitice ale vectorilor forță se scriu astfel: F = |Ă|versĂ = |Ă|= j3F ~ ai - - + a = F(-i - - + k) BO' ad 3 F2 = |F2\versF2 = Fi; F3 = |F3\versF3 = Fj; F4 = |F4\versF4 = 2 Fk 4 (a) R =^ Fi = 3Fk X = Y = 0, Z = 3F i=1 și expresiile analitice ale vectorilor moment: M0 =£M0 (FJ = OB xF; + OA X F2 + OOX F3 + OCx F4 = i=1 = (ai + a- )xFi + ak xF- + (a- + ak )x2Fk (b) M0 = Fa(2i - -) L = 2aF, M = -aF, N = 0 2) Momentul rezultant în punctul B' se calculează cu ajutorul relației: PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 40 MB = Mo + B'Ox R = 2aFi - aFj + (-ai - aj - ak) x 3Fk = aF(-i + 2 j) (c) Ecuația axei centrale se scrie: L - yZ + zY M - zX + xZ N - xY + yX XY 2aF - 3Fy - aF + 3Fx 0 = 0 Z 0 a 2a = -x = — ,y = —,z e R 3F 3 3 (d) și este o dreaptă perpendiculară pe planul Oxy (paralelă cu axa Oz) care intersectează Oxy în punctul D(a/3, 2a/3, 0) 4) Întrucât Mo ’ R = 0 Mo±R sau MR = 0, sistemul se reduce la un vector unicR situat pe axa centrală Prin urmare sistemul de forțe (F1 ,F2,F3,F4) aplicate în A1,A2,A3,A4 este echivalent cu: a un torsor (R, Mo) aplicat în O; b o rezultantă unică R aplicat într-un punct oarecare de pe axa centrală 2 3 2 Se consideră paralelipipedul dreptunghic rigid cu laturile: OA=3a , OC=4a , OO=12a asupra căruia acționează forțele F1 ,F2 ,F3 ,F4 după direcțiile diagonalelor AB' CB’ CO' respectiv AO’ (fig 2 3 2 a ) Forțele au mărimile: |F1| = |F3| = 4FV12, |F2| = |F4| = 3FV17 Se cere: 1) Torsorul de reducere în O; 2) Ecuația axei centrale; Rezolvare: PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 41 1) Expresiile analitice ale celor patru forțe sunt: F1 = \F1 \versF1 = F1= 4^/10 + 1^k 114 114 AB' 4WÎ0 = 4F(i + 3k) F = F\versF, = |F3| =ț = 3^/17 3°3= 3F(f + 4k ) F3 = |F3\versF3 = FI X 4FV10 ~ 4 +Aak CO 4^/10 4 ■ 4 F( - + 3k) F4 = |F4 v'''F = i=i - 3ai + 12ak - „r =— = 3F(-i + 4k ) Expresiile rezultantei și al momentului rezultant în punctul O vor fi: R = z F = 48Fk X = Y = 0, Z = 48F i=1 i Mo = Z m 0 (Fj = oAxF + OCxF2 + OCxF3 + OAxF4 i =1 i j k i j k i j k i j M 0 = 3a 0 0 + 0 4a 0 + 0 4a 0 + 3a 0 4F 0 12 F 3F 0 4F 0 - 4F 12 F - 3F 0 M0 = 96aFi - 72aFj L = 96aF, M = 72aF, N = 0 2) Ecuația axei centrale se scrie: 96aF - 48Fy - 72aF + 48Fx 0 0 = 0 = 48F 3a x = — ,y = 2a, z = arbitrar , deci axa centrală este paralelă fiind chiar axa de simetrie a paralelipipedului, (vezi fig 2 3 2 b) Ecuația axei centrale sub formă vectorială se scrie: P = R x M o R 2 + Ă R; (a) (a) (b) k 0 12F (c) (d) cu Oz sau xi + yj + zk = 1 17 F2 i - 2 F 2aF jk 3F 2F -14aF 13aF + YF(-2i + 3 j + 2k)Y Deci ecuațiile parametrice ale axei centrale se scriu: PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 42 67 o ™ 30 22 x = — a - 2Fk; y = — a + 3Fk; z = — a + 2Fk 17 17 17 (e) 3) întrucât Mo ■ R = 0 MoMR ,sistemul se reduce la o rezultantă unică R situată pe axa centrală, (vezi fig 2 1 2 b) 2 3 3 Se consideră sistemele formate din trei forțe F1, F2, F3 și trei cupluri Mx, M , Mz ce acționează asupra unui paralelipiped având forma și dimensiunile precizate în fig 2 3 3; orientarea forțelor F1, F2, F3 este dată de vectorii AB, CD, EF, iar orientarea celor trei cupluri este după cele trei axe de coordonate (Ox, Oy, Oz) Se dau modulele acestor forțe și cupluri: |Л| ^/22F; |Ё| = 5F; |F^| = 2F; |MJ = И = 0; M = 2aF; Să se determine: 1 Torsorul de reducere al sistemului, în punctul O; 2 Torsorul minimal; 3 Ecuația axei centrale; Pentru creerea algoritmului de calcul în EXCEL pentru problema 2 3 3 sau utilizat următoarele relații: > Expresiile analitice ale celor patru vectori: PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 43 F1 = |F | • versAB = |F | • AB AB FI (XB - Xa)Î + (Ув - Уа)1 + (ZB - ZA)k ^(XB - XA) + (Ув - yA) + (ZB - ZA) (a) F2 = |F21 • versCD; F = |F31 • versEF; M 1 = |M 11 • versM 1 > Expresiile analitice ale momentelor celor 3 forțe în raport cu O: MO(F\) = OAx F1 = (yAZ1 - zAY1 )z - - xAZx >’ + (xAE1 - yAXx MO(F2 ) = OC X F2 = (yCZ 2 - ZC Y2 X + (zCX2 - XCZ 2 + (XCY2 - УсХ2 X MO (F3 ) = OE x F3 = (yEZ3 - ZEY3 J + (ZEX3 - XEZ3 + (XEY3 - УеХ3 X > > > Componentele torsorului de reducere al sistemului în punctul O: R = Xi + Yj + Zk; MO = L i + Mj + Nk Componentele torsorului minimal: R • MO - R • MO R • MO - M = -O Xi + O Yj + O Zk mm r 2 r 2 J r 2 Componentele produsului vectorial : R x MO = (YN - ZN)i + (ZL - XN )j + ( XM - YL)k din ecuația vectorială a axei centrale: p = xi + yj + zk =(r x MO) / R2 + ĂR T o : t mm Rezultatele calculelor conform relațiilor de mai sus sunt: 1 Torsorul de reducere în punctul O: ' R = F( 2i + 2 j + 3k) M o = aF(-4i - 6k) 2 Torsorul minimal: ' R = F(2i + 2j + 3k) Mmin = -3,0588aFi -3,0588aFj -4,5882aFk 3 Ecuația axei centrale sub formă parametrică: x = -—a + 2ĂF; y = 2ĂF;z = — a + 3ĂF 1^ 17 (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i) Relațiile de mai sus se regăsesc în următorul algoritm de calcul: ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU PROGRAMUL EXCEL ȘI REZULTATELE OBȚINUTE DATE DE INTRARE A B C D E F G H I J K L Nr XA/a yA/a ZA/a XB/a yB/a ZB/a XC/a yC/a ZC/a XD/a yD/a ZD/a 1 4 3 0 2 0 3 0 1 3 1 0 2 M N O P Q R S T U V X Y Z PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 44 xF/a Ук/а zF/a xF/a yF/a zF/a Fi/F f2/f F3/F Mi/aF vers M1x vers M1y vers M1z 4 4 3 1 4 2 4,6904 5 2 2 0 0 1 DATE DE IEȘIRE AA AB AC (versF1)x (versF1)y (versF1)Z (D1-A1)/SQRT((D1-A1)A2+ (E1-B1)A2+(F1-C1)A2) (E1-B1)/SQRT((D1-A1)A2+ (E1-B1)A2+(F1-C1)A2) (F1-C1)/SQRT((D1-A1)A2+ (E1-B1)A2+(F1-C1)A2) -0,4264 -0,6396 0,6396 AE AF AG (versF2)x (versF2)y (versF2)Z (J1-G1)/SQRT((J1-G1)A2+ (K1-H1)A2+(L1-I1)A2) (K1-H1)/SQRT((J1-G1)A2+ (K1-H1)A2+(L1-I1)A2) (L1-I1)/SQRT((J1-G1)A2+ (K1-H1)A2+(L1-I1)A2) 0,8 0,6 0 AH AI AJ (versF3)x (versF3)y (versF3)Z (P1-M1)/SQRT((P1-M1)A2+ (Q1-N1)A2+(R1-O1)A2) (Q1-N1)/SQRT((P1-M1)A2+ (Q1-N1)A2+(R1-O1)A2) (R1-O1)/SQRT((P1-M1)A2+ (Q1-N1)A2+(R1-O1)A2) 0 1 0 AK AL AM AN AO AP X/F Y/F Z/F r2/f2 (MOF1/aF)x (Mo F1/aF)y AA1*S1+AE1* T1+ AH1*U1 AB1*S1+AF1*T1+ AI1*U1 AC1*S1+AG1*T1 + AJ1*U1 AKA2+ALA2+ AMA2 S1(B1*AC1- C1*AB1) S1(C1*AA1- A1*AC1) 2 2 3 17 9 -12 AQ AR AS AT AU AV (MoF1/aF)z (Mo F2/aF)x (MoF2/aF)y (Mo F2/aF)z (MoF3/aF)x (Mo F3/aF)y S1(A1*AB1- B1*AA1) T1(H1*AG1- I1*AF1) T1(I1*AE1- G1*AG1) T1(G1*AF1- H1*AE1) U1(N1*AJ1- O1*AI1) U1(O1*AH1- M1*AJ1) -6 -9 12 -4 -4 0 AW AX AY AZ BA (MoF3/aF)z L/aF = (Mo /aF)x M/aF = (Mo/aF)y N/aF = (Mo /aF)z R Mo/aF2 U1(M1*AI1- N1*AH1) AO1+AR1+AU1+ X1*V1 AP1+AS1+AV1+Y 1*V1 AQ1+AT1+AW1+ Z1*V1 AK1*AX1+AL1*AY1+AM1*AZ 1 2 -4 0 -6 -26 BB BC BD BE BF BG (Mmm/aF)x (Mmm/aF)y (Mmin/aF)z ('RxMo/aF)x (RxMo/af )y (RxMo/aF )z BA1*AK1/AN 1 BA1*AL1/AN1 BA1*AM1/AN1 AL1*AZ1- AM1*AY1 AM1*AX1- AK1*AZ1 AK1*AY1- AL1*AX1 -3,0588 -3,0588 -4,5882 -12 0 8 PROBLEME PROPUSE PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 45 Se consideră un paralelipiped rigid, asupra căruia acționează forțele: F1 ,F2 ,F3, F ca în figurile 2 3 4 2 3 10 Mărimile acestor forțe sunt cunoscute Se cer: 1) Torsorul de reducere în punctul O; 2) Torsorul de reducere în punctul C'; 3) Ecuația axei centrale sub formă parametrică; Fig 2 3 4 Date: |Fj = 2j21F;\F2\ = 2y[5F; |F3| = 2F; MJ = 10aF Re zultate : R = 10Fk; MO = -4aFj - 10aFk; Mc, = 20aFi - 4aFj - 10aFk; x = 40a; y = 0; z = 10Ă Fig 2 3 5 Date: |Fj| ^/ÎTF;|F2| = 4Î0F; |F3| = 3F; MJ = 5aF Rezultate: R = 4Fk; MO = -8aFj; Mc, = 12aFi - 8aFj; x = 32a; y = 0; z = 4Ă Fig 2 3 6 Date: F ^/Î4F;|F2| = 3^0F; |F3| = 2F; MJ = 2aF Rezultate: R = -2Fi - 6Fj; MO = -8aFj; Mc, = -12aFi - 4aFj - 6aFk; x = -2X; y = 8a - 6Ă; z = 72a PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 46 Fig 2 3 7 Date: |Fț| = J26F;\F2\ = JÎ0F; |F3| = 2F; |M1| = 5aF Rezultate R = 6Fk; MO =-8aFj; Mc = 18aFi - 2aFj+5aFk; x=12a; y=108?; z=6л A' F3 z O' Fi B x Fig 2 3 8 Date: M1 F = V1TF;|F;| = JÎ0F; F\ = ^2F; M1 = 4aF Rezultate: R=-Fi + 2Fk; MO =-4aFi - aFj; Mc = -2aFi - 3aFk; x=2a-F, y=-88a; z=a+2Ă A' z A x 2a F3 M1 Fi \ 3a B' C B C' Fig 2 3 9 Date : |Fț| = a/17F;|F2| = |F3| = 2^2F; |MJ = 2aF Re zultate : R = -2Fi; Mo = -2aFj; Mc, = 2aFj - 6aFk; x = -2\; y = 0; z = 4a Fig 2 3 10 Date : |Fț| = 4eF;|F,| = ^5F; |F3| = 2F; M1| = 4aF Rezultate : R = 3Fk; MO = -2aFj - 4aFk; Mc, = 6aFi - 2aFj - 4aFk; x = 6a; y = 0; z = 3Ă PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 47 CAPITOLUL III CENTRUL MASELOR - CENTRE DE GREUTATE REZUMAT DE TEORIE Centrul de greutate pentru un sistem rigid continuu de puncte materiale are vectorul de poziție p și coordonatele (n, Z) , date de relațiile: f xdm f ydm f zdm e = (D) n = (D) Z = (D) f dm f dm f dm (D) (D) (D) f xdA e = ( s ) ? f dA’ (S) f ydA 1 f dA (S) z = (S) f dA ' (S) f rdm — (D) p f dm ’ (D) Se deosebesc următoarele cazuri particulare: a În cazul plăcilor omogene (dm=pSdA, pS=constant), expresiile vectorului de poziție și coordonatele centrului de greutate sunt date de relațiile: f rdA P f dA (S) b În cazul barelor omogene (dm=pids, pl=constant) expresiile vectorului de poziție și coordonatele centrului de greutate sunt date de relațiile: f xds f yds f zds e = il n = £) z = Ț) f dU f dU f ds (/) (l) [l ] P=« • f ds ’ (l) Dacă un sistem (continuum material) se compune dintr-un număr p de subsisteme (S1), (S2), ,(Sp) având masele: M1, M2, Mp și centrele de masă (C1, C2,- ,Cp) având vectorii de poziție: p b p2, p2, ••• pp, atunci vectorul de poziție al centrului de masă al corpului se determină cu relația: У Mp ±M,x, p=—p -; e = —p— Zm, Y M, i=1 i=1 У M y У M z is l l l n = —p ’ z = —p yM, yu, i=1 i=1 Dacă un sistem material este rezultatul eliminării dintr-un sistem (S1) de masă M1 și centru de masă C1, a unui sistem (S2) de masă M2 și centru de masă C2 , atunci vectorul de poziție al centrului de masă C este dat de: p = M1 p1 M1 x1 M 2 x2 M1 y1 M 2 y2 M1 z1 M 2 z2 M1 M2 M1 M2 M2 p2 ; e = ’ n = , Z = M1 M2 M1 M2 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 48 În tabelul următor sunt date formule pentru calculul centrelor de greutate ale unor corpuri omogene uzuale: Nr crt Tipul corpului omogen Figura Coordonatele centrului de greutate 1 Bara omogenă de lungime L У “ C&n) A O L x L:n =0 2 Bara omogenă: arc de cerc de rază R și semideschiderea a у O L A ' R/\ C(^f) a x B sin a l = R -: n = 0 a 3 Placă omogenă în formă de sector circular de rază R și semideschiderea a ▲ A у O B x „ 2 sin a - k = - R : n = 0 3 a 4 Placă omogenă în formă de segment de cerc de rază R și semideschiderea a у O A Жпі) x B „ 2 sin 3 a l = — R 3 a - sin a cos a П = 0 5 6 7 Placă omogenă plana în formă de triunghi fy A C(l,n) B xA + xB + xD : 1 3 Уа + Ув + yD 3 Corp omogen conic de înălțime h l = 0: n = 0: 3h Z 4 Corp omogen semisferic de rază R l = 0: n = 0: 3R 8 O x n = PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 49 3 1 CENTRUL DE MASĂ PENTRU BARE OMOGENE PROBLEME REZOLVATE 3 1 1 Se consideră o bară omogenă, de forma unui cârlig plan (în planul Oxy ca în fig 3 1 1), pentru care se cunosc dimensiunea a, razele semicercurilor și lungimile barelor Se cer coordonatele centrului de masă al cârligului C (%,ц), în raport cu sitemul de axe dat Rezolvare: Cârligul se compune din patru segmente de bară simple: > două segmente sub formă de semicerc având centrele de masă notate cu C1(x1, y1), C3 (x3 ,y3), respectiv lungimile L1 și L3 > două segmente drepte având centrele de masă C2 (x2, y2), C4 (x4, y4) respectiv lungimile L2 ,L4 Față de sitemul de axe Oxy, coordonatele centrului de masă C (%,ц) al cârligului, se calculează cu formulele : 4 4 E Lx • 1 ii i=1 4 E Ly ! iJ i 1=2 (a) , n = 4 E L 1 i E L ■ 1 i i=1 Pentru segmentul de bară (1) avem: sin a O1C1 = R = a a n 2 n sin— n 2 =2a n x1 y1 L1 -a 2a = 4a + — C1 n = na 2a a, 4a + - n (b) r N 7 = 0 Pentru segmentul de bară (2) avem: ' x2 ' У 2 L Pentru = 2a C2 (0,2a) = 4a segmentul sin O3C3 = Rsna = 2 a a n de bară x3 = 2a 4a Уз = (3) — C3 2a, n L3 = 2na 4a A (c) avem: (d) n 2 = 4a n r N n 7 2 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 50 Pentru segmentul de bară (4) avem: x4 = 3a, y4 = 0, L4 = 2a C4 (3a, 0) (e) Se introduc valorile calculate în formulele lui q și n obținându-se: „ 2( 2n +1 )a q = a; n = — — 3(n + 2) л Ca, к 2( 2n +1 )a У 3(n + 2) , (f) Același rezultat se obține cu ajutorul următorului tabel: Corpul nr Fo cor rma pului Li Xi yi LiXi Liyi 1 fa xA y C1 \ O1 1 x na - a 2a 4a + n -na2 (4n +2) a2 2 4a y C2 x ► 4a 0 2a 0 8a2 3 к y 2a tQ C3 F 2na 2a 4a n 4na2 -8a2 4 A y C4 x —► 2a 3a 0 6a2 0 E 3a(n+2) — — 3 a2 (n +2) 2a2 (2n +1) 3 1 2 Se consideră un cadru spațial format din 4 bare omogene sudate și dispuse în raport cu sistemul de axe Oxyz, ca în fig 3 1 2 Se cunosc dimensiunea a, razele semicercurilor (lungimile barelor) Se cere poziția centrului de masă al cadrului în raport cu sistemul de axe ales Rezolvare: Pentru arcele de cerc pozițiile centrelor de masă sunt date de: zAz sin a 4 2aV2 ^sin a 2aV2 OC3 = R-= a-— = , O4C4 = R-= a- а П n an 4 (a) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 51 Coordonatele centrelor de masă ale segmentelor de bară și lungimile acestora vor fi: (a 1 C a, 0 ; L = a; N2 7 ( a 1 C2 a, 0 ; L2 = a; N 2 7 C3 (2a,0,2a 1; П 7 ( C4 a, N a( n- 2 ) a( n- 2 ) \ (b) na L = ~2 na L = ~2 ; 3 П n 7 4 5 Lz • 1 z i 1=1 4 5 L 1i Pentru determinarea coordonatelor centrului de masă al cadrului spațial C (E,n,Z) aplică formulele: SLx SLy E = — n = Z = S L S L i=1 1 i=1 1 Înlocuind valorile se obțin coordonatele centrului de greutate : „ 5 n +1 n E = -a, n = a, c = a 2(n + 2) 2(n + 2) 2(n + 2) (c) (d) Același rezultat se obține completând următorul tabel: Corp nr Forma corpului Li Xi yi Zi Lixi Liyi Lizi 1 z A -y b a a 2 a 0 a2 2 a2 0 x ^""O a C1 2 O z y a a a 2 0 a2 a2 2 0 x a C2 3 / CS z , y- na 2 2a n 0 2a n a2 0 a2 a ° 4 -z A a °4 na 2 0 a(n — 2) n a(n — 2) 0 a2 (n — 2) a2 (n - 2) к /C4 П 2 2 S a(2+n) — — — 5a2 2 (n + 2)a2 na2 2 2 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 52 S3 2 CENTRUL DE MASĂ PENTRU PLĂCI OMOGENE PROBLEME REZOLVATE 3 2 1 Se consideră o placă plană omogenă având forma din fig 3 2 1 Se cunoaște dimensiunea a Se cere să se determine poziția centrului de masă C (рц ) al plăcii față de sistemul de axe Oxy considerat în fig 3 2 1 Rezolvare Placa omogenă se compune din 4 părți simple având centrele de masă Ci fa, y) și ariile Ai (i=1,2,3,4) ca în fig 3 2 1 Ținând seama de relația care dă poziția centrul unui sector circular de rază R și unghi la centru 2a , avem: sin sin OC = 2• 3a —A = ''P OC = 2■ a = 42 2 3 П n 4 4 3 П 3n 42 (a) Coordonatele centrului de masă al plăcii față de sistemul de axe Oxy se determină cu ajutorul relațiilor: A x1 + A2 x2 - A3 X3 - A4 X4 A1 y1 + A2 У2 ~ A Уз — A4 У4 A1 + A2 — A3 — A4 A + A2 — A3 — A4 (b) Pentru fiecare din cele patru plăci simple: placa 1(dreptunghiul 3a x 2a), placa 2 (sector circular de rază 3a), placa 3 (triunghiul a x 2a , care se decupează) și placa 4 (sector circular de rază a , care se decupează) avem: x1 = 3a/ 2; y1 = a; A1 = 6a2 x2 = 3a — 4a / n; y2 = 2a + 4a / n; A2 = 9na2 / 4 (c) x3 = 8a/ 3; y3 = 8a/ 3; A3 = a2 x4 = 2a; y4 = 4a / 3n; A1 = na2 / 2 Înlocuind în relațiile lui р și n de mai sus se obține: / i"a, n / /a, sau £ = 1,4667a; n = 2,458a (d) 3(7n + 20) 3(7n + 20) La același rezultat se ajunge completând următorul tabel : PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 53 Corpul nr Figura Ai xi yi Ai xi Ai yi 1 y 2a 4 6a2 3a 2 a 9a3 x O 3a ” 2 y 3a 3a 1LO2 x 9a2 л 4 4a 3a л 4a 2a + л 9 — a3(3rc - 4) 4 1 40 1 O 3 ▲ y f 2a —a2 8a 3 8a 3 8a3 8a3 a O2 x O 4 y C4\ x na2 2 2a 4a 3л —Ka3 —^a3 3 O a a O4 E 7л + 20 a 4 — — 69rc- 32 3 a 12 27л+70 3 a3 6 Сз 4a x 4a Fig S3 2 2 O 2a C4 O4 3 2 2 Se consideră o placă plană omogenă având forma din fig 3 2 2 pentru care se cunoaște dimensiunea a Se cere să se determine poziția centrului de masă C (рц ) al plăcii față de sistemul de axe Oxy considerat Rezolvare Coordonatele centrului de masă al plăcii față de sistemul de axe Oxz se determină cu ajutorul relațiilor: A1 x1 + A2 x2 — A3 X3 — A4 X4 A1 + A2 — A — A4 A1 У1 + A2 У 2 - A3 Уз - A4 y4 A1 + A2 — A — A4 (a) Ținând seama de relația care dă poziția centrul unui sector circular de rază R și unghi la centru 2 a, avem: 2 OC =-■ 2a ■ 2 2 3 л sin 2 =8s л 3л’ л 2 sin O4C„ = - • 4a -4 = 4 4 3 П 1672a 3л (b) 2 4 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 54 Pentru placa simplă 1(dreptunghiul 6a x 4a): x1 = 3a; y1 = 2a; A1 = 24a2 (c) Pentru placa simplă 2 (sector circular de rază 2 a): x2 = 4a; y2 = 4a + 8a/ 3n; A2 = 2na2 (d) Pentru placa simplă 3 (triunghiul 4ax a, care se decupează): x3 = a/3; y3 = 8a/3; A3 = 2a2 (e) Pentru placa simplă 4 (sector circular de rază 4a, care se decupează): x4 = 6a- 16a/3n; y4 = 16a/3n; A1 = 4na2 (f) Înlocuind în relația de mai sus se obține: £ = 136 24n a = 2,57a ; n = 4(10 + 3n) a = 3,296a 3(11 -n) 3(11 -n) (g) La același rezultat se ajunge dacă se completează următorul tabel : PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 55 3 2 3 Se consideră o placă omogenă de forma unui pătrat de latură a din care se decupează un triunghi isoscel de înălțime h ca în fig 3 2 3 Se cere să se determine înălțimea triunghiului isoscel astfel încât centrul de masă C ) să coincidă cu vîrful triunghiului relației: n = 4У1 - A2 y A1 - A Rezolvare: Față de sistemul de axe Oxy din fig 3 2 3, coordonatele centrelor de greutate pentru pătrat și pentru triunghi sunt: ( (0, a/2) , C2(0,h/3) (a) iar ariile corespunzătoare sunt: 2 ah Ai = a2, Ă2 = — (b) de greutate după Oy se dxetremină cu ajutorul (c) Condiția n=h conduce la următoarea ecuație de gradul II în h: 2hh - 6ah + 3a2 = 0 având soluțiile: h1 2 (e) Întrucât h = 4,365a 3(56 + n) 2(154 — 48n)a = 0,0361a 3(56 + n) 3 2 9 0 5a = 0,0656a 3( 32 — 2V3 — n) 3 2 10 3 2 11 3 2 12 3 2 13 3 3 CENTRUL DE MASĂ PENTRU CORPURI OMOGENE PROBLEME REZOLVATE 3 3 1 Se consideră un corp omogen tridimensional cu o axă de simetrie, având forma din fig 3 3 1, format dintr-o semisferă de diametru D=2R=40mm și un cilindru de înălțime h=50mm și diametru d=2r =22mm Se cere să se determine poziția centrului de greutate al nitului C ( 0,0,Z) în raport cu sistemul de axe considerat în figură PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 58 Rezolvare Pentru sistemul de axe Oxyz considerat în fig 3 3 1 centrele de greutate ale celor două corpuri simple se află pe axa de simetrie Oz; astfel: pentru semisferă: nr 3R OC1 = z = — = 1 1 8 3D 16 V =nDL 1 12 ’ pentru cilindru: h nd 2h OC2 = — z2 = —, 2 2 2 = 4 (a) (b) V1 Zi + V2Z2 3(D4 - 8d2h2) V1 + V2 16(D3 + 3d2 h) Se obține: Z = - 0,977 cm (d) 3 3 2 Se consideră un corp omogen tridimensional cu o axă de simetrie format dintr-o semisferă și un con ca în fig 3 3 2 Se cunoaște raza semisferei R și a bazei conului r =R Se cere înălțimea h a conului astfel încât centrul de greutate al corpului să coincidă cu centrul bazei conului (sau cu originea sistemului de axe C = 0) Rezolvare: Conul și semisfera au centrele de greutate C1 și C2 pe axa Oz având coordonatele : h 3 z, = OC=-, z = -OC2 = — R (a) 1 14 2 2 8 Volumele celor două corpuri simple sunt: n 2 V = 3 R2 h; V2 = - nR3 (b) Coordonata centrului de greutate după axa Oz se determină cu ajutorul relației: Vi Zi + V2 Z2 =1 h2 - 3R2 4 V + V2 4 h + 2 R Impunând condiția: C=O, adică Z = 0 rezultă: h2 - 3 R2 = 0 (d) cu soluțiile h = ±r/3 , are sens numai h = R^ă = 1,732R (e) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 59 CAPITOLUL IV ECHILIBRUL FORȚELOR APLICATE solidulUi RIGID REZUMAT DE TEORIE a Teoremele generale ale echilibrului rigidului liber În cazul rigidului liber, echilibrul este realizat dacă și numai dacă torsorul de reducere al sistemului de forțe care acționează asupra lui, într-un punct O, este nul: TO 0 'X Хг = 0, 2 Y = 0, *X L = 0, 2m, = 0, X Z, = 0 X N,= 0 ' R = 0 = 0 unde: > X, ,Y,, Z, sunt proiecțiile forțelor exterioare F, pe axele sistemului cartezian Ox, Oy, respectiv Oz; > x,, y, z, - coordonatele punctului de aplicație al forței F > Li= X (y Zi-ZiYi), M,= X (ZiXi-XiZ,), Ni= X (x,YryXi) - proiecțiile momentelor forțelor exterioare F, pe axele sistemului cartezian Ox, Oy, respectiv Oz; Dacă sistemul de forțe ce acționează asupra rigidului liber este coplanar (de exemplu:se află în planul Oxy) atunci ecuațiile de mai sus devin: TO = 0 R = 0 Mo = 0 'X X, = 0, X Y = 0 X N = 0 b Teoremele generale ale echilibrului rigidului supus la legături Dacă rigidul este supus la legături (prin legături se înțelege un număr de constrângeri geometrice care se aplică rigidului care duc la micșorarea numărului de grade de libertate - pentru rigidul liber acest număr este 6), se aplică axioma legăturilor care postulează că: orice legătură geometrică poate fi întotdeauna suprimată și înlocuită cu elemente mecanice corespunzătoare (care pot fi forțe sau momente-cupluri de legătură) numite reacțiuni Dacă se notează torsorul forțelor de legătură cu: -leg TO f Rleg Mleg O și torsorul forțelor exterioare (aplicate) cu: та TO Ra Ma O & atunci echilibrul rigidului este realizat dacă și numai dacă : PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 60 T a + Tleg TO + TO ' Ra + Rleg = 0 Mao + Mfg = 0 + Xleg = 0, Ya + Yleg = 0, Ma + Mleg = 0, X La + Leg = 0, + Zleg = 0 + Nleg = 0 & s a = 0 Z N a a Legăturile ideale uzuale ale rigidului sunt : > reazemul simplu (prinderea cu fir) > articulația sferică > articulația cilindrică (articulația plană) > încastrarea Prin suprimarea unei legături, conform axiomei legăturilor se introduc elemente mecanice corespunzătoare tipului de posibilități de mișcare suprimate: forțe dacă sunt suprimate translații, cupluri dacă sunt suprimate rotații Aceste elemente sunt necunoscute ale problemei date Dacă rigidul este supus unor legături reale (cu frecare) atunci la condițiile de echilibru de mai sus (cele 6 ecuații generale) se mai adaugă relația/relațiile corespunzătoare tipului de legătură cu frecare existent și anume: > frecarea de alunecare din cuplele de alunecare: T frecarea de rostogolire din cuplele de rostogolire: Mr frecarea de pivotare din pivoți axiali: M frecarea din lagărele cu alunecare: M f ecuația de echilibru a momentelor forțelor și cuplurilor: 2MO=0 VB 10a+F1 2a-F2 2a-M-Fec1 8a-Fec2 a=0 (a) > ecuația de echilibru a forțelor după direcția Ox: ZX=0 HA+F3-FeC2=0 (b) > ecuația de echilibru a a forțelor după direcția Oy: 11'0 Va+ Va -F1-F2-Fec1=0 (c) Se obțin următoarele rezultate: VA=pa; HA =5,4pa; VB=7,6pa (d) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 69 Generalizând rezolvarea pentru acest tip de problemă, pentru determinarea reacțiunilor VA, HA, VB (având sensul axelor Ox și Oy) se scriu: ecuația de echilibru a momentelor forțelor și cuplurilor (XMO=0) și două ecuații de echilibru a forțelor și sarcinilor distribuite {XX/ 0 și X Y, =0) Se obține următorul sistem de 3 ecuații : VbXb + X(x/Yi -yX)+M=0; HA+ Xe=0; Va+Vb+F=0 (e) unde s-a notat : > Xe=XXi, Ye=X Yi , suma proiecțiilor forțelor exterioare pe axa Ox și Oy; > X{, Y, , proiecțiile forței exterioare Ft pe axele Ox respectiv Oy; > xit y, coordonatele punctului de aplicație al forței Ft Rezolvând acest sistem rezultă următoarele valori ale reacțiunilor: Vb = - (X(xYi -yX)+M)/xb ; Ha=-X; Va=-Y- Vb Aceste relații au fost introduse în programul EXCEL obținându-se următoarele rezultate: ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU PROGRAMUL EXCEL ȘI REZULTATE OBȚINUTE PENTRU PROBLEMA 4 2 7 DATE DE INTRARE A B C D E F G H I J K Nr XB/a yB/a x1/a y1/a X1/pa Y1/pa X2/a y2/a X2/pa Y2/pa X3/a 0 1 10 0 -2 0 0 -1 2 0 0 -4 12 L M N O P Q R S T U V X y3/a X3/pa Y3/pa x4/a y4/a X4/pa Y4/pa X5/a y5/a X5/pa Y5/pa M/pa2 0 1 0 8 0 0 -8 6 -1 -3 0 -3 DATE DE IESIRE Y Z AA AB AC AD AE EXi/pa EYi/pa ZXiyi/pa2 EYixi/pa2 VB/pa H \/pa VA/pa E1+I1+M1+ Q1+U1 F1+J1+N1+ R1+V1 E1*D1+I1*H1+M1* L1+Q1*P1+U1*T1 F1*C1+J1*G1+N1* K1+ R1*O1+V1*S1 (AA1-AB1- X1)/A1 -Y1 -AC1-Z1 -2 -13 3 -70 7,6 2 5,4 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 70 PROBLEME PROPUSE Se consideră un cadru plan legat de mediul fix printr-o articulație O și un reazem simplu A, asupra căruia acționează un sistem de forțe, cupluri și sarcini distribuite uniform ca în figurile 4 2 8 4 2 10 Se cunosc: a, q, a, F1 F4, M Se cer mărimile reacțiunilor din reazemul A și articulația O PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 71 CAPITOLUL V ECHILIBRUL SISTEMELOR DE CORPURI REZUMAT DE TEORIE a Teoremele generale ale echilibrului sistemelor de corpuri Dacă un sistem de puncte materiale {Д }12 n interacționează mecanic (se atrag sau se resping) atunci acestea formează un sistem mecanic de puncte materiale Forțele care acționează asupra sistemelor de puncte materiale se clasifică convențional în forțe interioare și forțe exterioare Forțele interioare reprezintă interacțiunea mecanică dintre punctele sistemului și sunt egale ca mărime două câte două, au același suport și sunt dirijate în sens opus(conform principiului acțiunii și reacțiunii) Un corp rigid poate fi considerat ca un sistem nedeformabil de puncte materiale (un sistem pentru care distanța dintre două puncte interioare oarecare ale sistemului rămâne tot timpul constantă) Un sistem de corpuri rigide {C}=12 m, m din XMBz=0 (pentru tot sistemul) VA-10a + pa2 + pa-2a - 2pa-12a -pa-7a - 3pa-4a - 6pa-2a - 6pa-3a = 0 (a) VA=7pa (b) > din XMAz=0 (pentru tot sistemul) =^> -VB -10a+ pa2 + pa-2a - 2pa-2a + pa-3a + 3pa- 6a + 6pa- 8a- - 6pa-3a = 0 (c) =^> VB=5pa (d) Necunoscutele HA și HB se determină prin aplicarea teoremei echilibrului părților, din ecuațiile de momente față de C scrise pentru fiecare cadru > Ecuațiile de echilibru pentru cadrul 1 : din F\/C 0: VA -7a - HA 5a + pa2 -pa-3a - 2pa-9a - pa-4a - 3pa-a = 0 (e) =^> HA = 4,4pa (f) > Ecuațiile de echilibru pentru cadrul 2 : din 1\F 0 =^> -VB -3a - HB 5a + 6pa-a + 6pa-2a = 0 (g) HB = 0,6 pa (h) Necunoscutele HC și VC se determină prin aplicarea principiului echilibrului părților: din ecuațiile de proiecții pe orizontală și verticală pentru unul dintre cele două cadre (am folosit cadrul 2) din XFX=0 -HC - 6pa + HB= 0 (i) Hc =5,4 pa (j) din X Fy=0 VC + 5pa - 6pa = 0 (k) Fig 5 1 3 b PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 76 Ecuațiile de proiecții ale forțelor pentru întregul sistem și pentru cadrul 1 servesc la verificarea rezultatelor > Ecuațiile de verificare se pot scrie pentru întreg sistemul: 2 FX=0 HA + HB + pa - 6pa = 0 (m) 2 Fy =0 =^> VA + VB - 2pa - pa - 3pa - 6pa = 0 (n) > Sau numai pentru cadrul 1: din 2FX=0 HA - HC + pa = 0 (o) din 2Fy =0 =^> VA - VC - 2pa - pa - 3pa = 0 (p) Generalizând rezolvarea acestui tip de problemă, se alege sistemul de referință cu originea în punctul C (O=C, articulația dintre cele două cadre) Pentru determinarea reacțiunilor HA, VA, HB, VB se scriu cele două ecuații de momente ale forțelor pentru fiecare din cele două părți față de punctul C: 2Ms=0 și 2Md=0 și cele două ecuații de proiecții ale forțelor pentru întreg sistemul 2Xi=0 și 2JYi=0 obținându-se: VAxA - HAyA + Ns =0; VbXb - HyB + Nd =0; (q) HA + HB + X =0; VA + VB + Y =0 unde am notat : > Ns Nd suma momentelor forțelor exterioare care acționează asupra părții din stânga/dreapta : Ns=2 (XiYsi -yXs) + Mis; Nd=2 (x,}'tll -yXdi) + Mld-, > X,Ysuma proiecțiilor forțelor exterioare pe axa Ox, Oy: X=2 Xi; Y=2Yi; > Xi, Yi proiecțiile forței exterioare Fi pe axele Ox respectiv Oy Rezolvând acest sistem rezultă următoarele valori ale reacțiunilor: HA=(Ns Xb + Nd xA + X xA ув - Y xA Xb) / (xByA-xAyB) VA=(Nsув + NdyA + XyA ув - Y xb yA) / (xByA-xAyB) Hb=(-Nsxb - NdxA - XxbyA + Y xA xb) / (xByA-xAyB) (r) Vb=(-Ns Ув - NdyA - XyA ув + Y xA yB) / (xByA-xAyB) Pentru calculul forțelor de legătură din articulația C se folosesc cele două ecuații de proiecții ale forțelor pentru partea dreaptă : Hc+HB+Xd=0 Vc+VB+Yd=0 unde: > Xd suma proiecțiilor forțelor exterioare din dreapta pe axa Ox: Xd=2Xdi ; > Yd suma proiecțiilor forțelor exterioare din dreapta pe axa Oy: Yd=2 Ydi; PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 77 ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU PROGRAMUL EXCEL DATE DE INTRARE A B C D E F G H I J K L M N O P Q XA/a yA/ a xb/ a Ув/ a X1s /a y1s /a Xis /pa Yis /pa X2s /a y2s/a X2s /pa Y2s /pa X3s/a y3s/a X3s /pa Y3s /pa Mis /pa2 -6 -5 4 -5 -6 -3 3 0 -4 0 0 -8 0 0 0 0 -4 R S T U V X Y Z AA AB AC AD AE X1d/a y1d/a X1d/pa Y1d/pa X2d/a y2d/a X2d/pa Y2d/pa X3d/a y3d/a X3d/pa Y3d/pa M1d/pa2 2 0 0 -4 4 -1 -2 0 0 0 0 0 0 DATE DE IEȘIRE AF AG AH AI AJ AK Xs =SXis/pa Ys XV Ap a Xd =ZXid/pa Yd =SYid/pa X Y G+K+O H+L+P T+Y+AC U+Z+AD AF+AH AG+AI 3 -8 -2 -4 1 -12 AL AM AN AO AP AQ SXisyis /pa2 EYisXis/pa2 SXidyid /pa2 EYidxid/pa2 Ns Nd F*G+J*K+N*O E*H+I*L+M*P S*T+X*Y+AB*AC R*U+V*Z+AA*AD AM - AL+Q AO-AN+AE -9 32 2 -8 37 -10 AR AS AT AU AV AW Ha Va Hb Vb Hc Vc (AP*C+AQ*A+AJ*A* D -AK*A*C)/(B*C-A*D) (AP*D+AQ*B+AJ*B* D -AK*B*C)/(B*C-A*D) (-AP*C-AQ*A-AJ*B*C -AK*A*C)/(B*C-A*D) (-AP*D-AQ*B+AJ*B*D -AK*A*D)/(B*C-A*D) -AT-AH -AU-AI 1 7 -2 5 4 -1 PROBLEME PROPUSE Se consideră sistemele formate din două cadre plane articulate în punctul C ca în fig Se cunosc: a, q, a, F1, F2, , F4, M Se cer forțele de legătură din reazemul simplu A, articulația O1 și încastrarea O2 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 78 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 79 S5 2 ECHILIBRUL SISTEMELOR PLANE DE CORPURI CU FRÂNE (SABOT, TAMPON SAU BANDĂ) PROBLEME REZOLVATE 5 2 1 Se consideră sistemul de frânare cu sabot, format din patru corpuri: (1), (2), (3), (4) (fig 5 2 1) sunt cunoscute: a, G, a, fi, p = 0 pe planul înclinat, p^0 pe sabot, corpul (3) de greutate neglijabilă Se cere: 1) Ecuațiile de echilibru pentru fiecare corp folosind metoda izolării 2) Determinarea forței minime (Pmin) pentru repaus 3) Determinarea forțelor de legătură G2 CORPUL 2 Rezolvare: 1) Se separă corpurile și se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură, ca în figura 5 2 1 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 80 Relațiile de echilibru pentru cele patru corpuri sunt următoarele: Corpul 1: "LX = 0 [S - G1 sin a = 0 CS = 20Gsin a ЕУ = 0 [ N1 - G1 cos a = 0 [N = 20G cos a (a) Corpul 2: [LX = 0 i LY = 0 i LM02 = 0 Condiția fizica la limita echilibrului H2 - S cos a - T2 = 0 V2 - S sin a- G2 + N2 = 0 S S ■ a - T2 ■ 2a = 0 T2 = — = 10Gsin a 2 2 2 T2 = PN2 T N2 = T P 10Gsin a P (b) LX = 0 ^ - H3 + T2 + P cos В = 0 i 3 2 m • Corpul 3: țLY = 0 V3 - N2 + P sin B = 0 i 3 2 m • (c) a LM03 = 0 (Pmsin в) ■ 6a - N2 ■ 2a - T2 ■- = 0 [LX = 0 - H2 + H4 = 0 i 2 4 Corpul 4: țLY = 0 i V4 - V2 - G3 = 0 (d) LM04 = 0 M4 - G4 ■ 2a - V2 ■ 4a = 0 Din ultima ecuație scrisă pentru corpul 3 avem: 1 6 sin в 5G sin a 12p sin в (e) Înlocuind Pm și forțele de legătură găsite (S, T2, N2 ) în celelalte ecuații, obținem forțele de legătură: H2, V2, H3, V3, H4,V4, M4 H2 = H4 = 10G sin a( 1 + 2 cos a) TZ rz r/w -2,0, 10 sin a^ V2 = V4 = G 20 sin a + 2 + - к H = 10G sin a + P cos в 10G sin a V3 = Pmsin в P » , (лк • 2 20sin a^ M4 = 2Ga 40 sin a + 5 + к 24 (f) P m 4 T ( 2 N 2 + 4) = (8 + p) P 2 P 2 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 81 5 2 2 Se considră sistemul de frânare cu sabot format din patru corpuri, ca în fig 5 2 2, pentru care se cunosc a, G, a, fi Se cer: 1) scrierea relațiilor de echilibru pentru fiecare corp (după separarea lor) 2) Determinarea forței minime de frânare (Pmin ) 3) Determinarea forțelor de legătură Rezolvare: 1) Se separă corpurile și se înlocuiesc legăturile cu forțe Ecuațiile de echilibru pentru fiecare corp sunt: Corpul 1: = 0 ta - G1 sin a = 0 = 40Gsin a YY = 0 N1 - G1 cos a = 0 N1 = 40G cos a h * h 1 1 C 1 H 2 - S cos a- N2 = 0 (a) Corpul 2: [YX = 0 г •• G a + b R e^n -1 a r e^ (e) F G •• G a + b R e^-1 5 2 6 Se consideră sistemul de frânare cu bandă (varianta b) din fig 5 2 6 Se cunosc: G, a, b, r, R și ți - coeficientul de frecare al curelei pe disc Se neglijează greutățile discului și ale pârghiei Se cere valoarea forței minime Fmin pentru frânare Se separă corpurile și se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură, apoi se scriu ecuațiile de echilibru (ținând seama că tensiunea din fir S3=G): PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 84 YM 01 = 0 S1 • R + G • r - S2 • R = 0 Corpul 1: 3^ (a) (Relatia lui Euler) S2 L t G R a -1 sau: F = imn rb Ra 3n —Ц e4 -1 (d) G 5 2 7 Se consideră frâna cu tampon din fig 5 2 7 Se cunosc valorile pentru: G, a, a, f:> b și coeficientul de frecare ppe tampon Se cere: 1) Să se separe corpurile și să se scrie ecuațiile de echilibru; 2) Să se determine forța minimă Pmin pentru frânare CORPUL 4 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 85 Rezolvare: Ecuațile de echilibru pentru fiecare din cele patru corpuri izolate, sunt: Corpul 1: - G1 sin a + S = 0 fS = 50G sin a - G1 cos a + N1 = 0 [N1 = 50G cos a (a) Corpul 3: Corpul 4: Corpul 2: EXf = 0 H2 - S cos a- T2 sin p + N2 cos p = 0 EY = 0 V2 - G2 - S sin a- T2 cos p - N2 sin p = 0 EM 02 = 0 S T2 • 2a - S • a = 0 T2 = — = 25G sin a 2 2 2 T2 = PN2 (la s lim ita) T2 25 G sin a 2 N 2 — — PP EX = 0 г se secționează sistemul de bare articulate cu un plan imaginar astfel încât să fie secționată și bara al cărei efort ne interesează și se introduc în secțiunile corespunzătoare ale barelor eforturile necunoscute notate cu Sy, unde i,j sunt nodurile care definesc bara; cași în cazul metodei izolării nodurilor se consideră inițial că acestea sunt pozitive (ies din secțiune); > conform teoremei ecilibrului părților, forțele care acționează asupra fiecărei ''părți'' obținute în urma secționării cu planul imaginar se află în echilibru deci eforturile din barele secționate reprezintă de fapt forțele interioare de acțiune reciprocă a celor două părți; > pentru determinarea unui efort necunoscut (de exemplu în cazul unui sistem plan de bare articulate) se scrie ecuația de momente față de punctul de intersecție (nodul) al suporturilor celorlalte două eforturi necunoscute Dacă cele două eforturi care nu interesează sunt paralele atunci pentru determinarea celui de-al treilea effort necunoscut se folosește ecuația de proiecții a forțelor după direcția perpendiculară la cele două eforturi 6 1 GRINZI CU ZĂBRELE PROBLEME REZOLVATE 6 1 Se consideră grinda cu zăbrele din fig 6 1 a Se cunosc: a, a = n, F = 5^2F, F2 = 10F, F3 = 10F, F4 = 20F 4 1 2 3 4 Se cer: 1) Reacțiunile în reazemul simplu (1) și articulația (12) 2) Eforturile din nodurile (1), (2), (3) 3) Eforturile din barele: 6-8, 7-8, 7-9 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 89 1 Se înlocuiesc legăturile 1 și 12 cu forțe de legătură și se scriu ecuațiile de echilibru pentru întreg sistemul de bare articulate: EXt = 0 H - F cos a = 0 E^ = 0 N + V - F sin a-F - F3 - F4 = 0 EM12 = 0 N ■ 6a - F4 ■ 5a - F3 ■ 4a - F2 ■ 2a - (F^in a) ■ a - (F1 cos a)a = 0 Înlocuind cu valorile cunoscute se obține: H = 5F, Ț 85 , • 50 N =— F, V =— F 3 3 (a) (b) Pentru verificare se scrie relația de moment față de 1: EM1 = 0: V ■ 6a - (F1 sin a) ■ 5a + (F1 cos a)a - F2 ■ 4a - F3 ■ 2a - F4 ■ a = 0 (c) 2 Se izolează nodurile în ordinea: (1), (2), (3) și se scriu ecuațiile de echilibru pentru fiecare: Nodul 1: л/2 EXi= 0 S13 + S„F = 0 Sa л/2 EY = 0 N + S}2 — = 0 S12 1 12 2 l 12 3 (d) Nodul 2: л/2 EX = 0 S24 - S21 — = 0 S24 1 24 21 24 л/? EY= 0 ^- F4 - Sls- = 0 lS23 (e) Nodul 3: ex = 0 S31+S35+S3F=0 S35 EY, = 0 S,, + S3F = 0 lS34 110,7 -F 3 (f) F S3 ■■ XS3 S3^—-jf x ® S3 Fig 6 1 c =85 f 3 85 f 3 = " F 3 Pentru determinarea eforturilor din barele 6-8, 7-8, 7-9 se aplică metoda secțiunilor scrind ecuațiile de momente sau de proiecție pentru forțele corespunzătoare părții din stânga secțiunii imaginare considerate (fig 6 1 d ) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 90 Suma momentelor forțelor față de nodurile 7 și 8 și suma proiecțiilor pe verticală a forțelor corespunzătoare pentru această parte, se scrie astfel: YM7 = 0 S68 ■ a + F3 ■ a + F4 ■ 2a - N ■ 3a = 0 S68 = 35F YM8 = 0 S79 ■ a - F3 ■ 2a - F4 ■ 3a + N ■ 4a = 0 S79 100 -F 3 л/2 ZY = 0 N - F - F - S78 — = 0 S78 s/2 c- F 3 6 2 Se consideră grinda cu zăbrele din fig S6 2 a Se cunosc: a, а = П, F = 10^2F, F = F3 = F4 = 20F 4 1 234 1) Reacțiunile din reazemul simplu (2) și articulația (12); 2) Eforturile în nodurile (1), (2), (3); 3) Eforturile în barele: 6-8, 7-8, 7-9 (g) (h) Se cer: Rezolvare: 1) Se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură și se scriu ecuațiile de echilibru pentru întregul sistemul de bare articulate YX1 = 0 H - F cos а = 0 TY] = 0 V + N - F sin а-F3 - F - F4 = 0 (a) ZM12 = 0 N ■ 4a - F4 ■ 5a - F2 ■ 3a - F3 ■ 2a + (F1 cos а)a + (F1 sin а)a = 0 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 91 Ecuația de momente față de (2) este o ecuație de verificare: YM2 = 0:V • 4a - (F1 cos a)a - (F1 sin a)5a - F3 • 2a - F2 • a + F4 • a = 0 (b) Înlocuind valorile cunoscute se obține: 3) Se aplică metoda secțiunilor, scriind două ecuații de momente față de nodurile 7 și 8 și o ecuație de proiecții pe verticală, pentru forțele corespunzătoare părții din dreapta: YM7 = 0 S68 • a - F2 • a + N • 2a - F4 • 3a = 0 S68 = -5F determinarea formei de echilibru (curba funiculară) > determinarea modului de variație a tensiunii interioare din fir (efortul de întindere dintr-o secțiune oarecare atunci când firul este supus suplimentar (în afară de greutatea proprie ) acțiunii unor forțe exterioare Ipotezele de lucru folosite sunt: > firul se consideră ca un corp unidimensional (dimensiunile secțiunii se neglijează în raport cu lungimea sa) > perfect flexibil (nu poate prelua eforturi de încovoiere ) > perfect inextensibil (nu își modifică lungimea sub acțiunea sarcinilor exterioare) În aceste condiții ecuația generală de echilibru a firului sub formă vectorială se scrie: — + p = 0 (1) ds unde: S = S(s) este funcția vectorială a tensiunii din fir funcție de arcul s, iar p este greutatea specifică pe unitatea de lungime a firului Forma de echilibru a firului omogen greu este o curbă numită lănțișor având ecuația: y= a ch(x/a+Ci)+C2 (2) Dacă curba este raportată la un sistem de axe Oxy și este simetrică în raport cu axa Oy, iar minimul C are ordonata a atunci ecuația are forma simplă: y= a ch(x/a) (3) Lungimea unui arc limitat este s= arc(CM)=a sh(x/a) , lungimea întregii curbe este: L= 2a sh(L = AB = 2a ■ sh(l/a) = 2a ■ tga a = L/ 2tgax/a) Valoarea tensiunii S într-un punct oarecare al firului M(x,y)este proporțională cu ordonata y a punctului și are expresia: S = p y = pa ch( x/a) (4) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 94 PROBLEME REZOLVATE 7 1 Se consideră un fir omogen de lungime L și greutate specifică pe unitatea de lungime p, suspendat în punctele A și B aflate pe aceeași orizontală (ca în fig 7 1) Tangenta la fir în punctele A și B face cu orizontala același unghi a cunoscut Se cer: 1) valorile tensiunii în punctele A , B (capetele firului) și C (situat în punctul cel mai de jos al firului); 2) săgeata firului f; 3) distanța AB = l Rezolvare 1) Tensiunea într-un punct oarecare M(x,y) al firului conform relației (4) este: S = p У = pa ch( x/ a) (a) Având în vedere că lungimea totală a firului se poate scrie: L = arc(AB) = 2arc(CB) = 2ash( l / 2a) (b) iar din fig S7 1 se poate scrie: tga = f '(l / 2)= sh( x/a j|w/2 = sh( l / 2a) (c) rezultă că lungimea totală a firului este: L = 2a sh(l / 2a) = 2a tga, a = L/ 2tga (d) Tensiunea într-un punct oarecare al firului fiind: S = pach(x/ a), rezultă că pentru x=0 se obține tensiunea din punctul C: SC = pa = pL/2tga (e) Întrucât proiecția pe orizontală a tensiunii în orice punct al firului este constantă se poate scrie: SA cos a = SBcosa = SC = H, de unde rezultă: SA = SB = SC / cos a = pL/ 2 cos a (f) 2) Săgeata f a firului rezultă din relațiile tensiunilor din B și C: f = Ув - Ус = Sb/ p - Sc/ p = L( 1 - cos a)/2 sin a (g) 3) Pentru calculul distanței AB = l se ține seama de faptul că: shl/2a = L/2a = tga si chl/a = V1 + sh2l/a = 1 /cosa (h) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 95 (1) 1 2 precum și de definițiile funcțiilor hiperbolice obținându-se: shl / 2a + chl / 2a = ee/2a = (1 + sin a) / cos a; n ,1 + sin a ,1 + sin a l / 2a = In , AB = l = 2a ■ In - cos a cosa Observație: La aceleași rezultate se poate ajunge dacă se pornește de la scrierea ecuațiilor de echilibru ale forțelor firului liberat de legăturile din A și B (fig 7 1) Aceste ecuații se scriu: 2 Xt = 0 ^ - SA cos a + SB cos a = 0 2 Yi = 0 (SA + SB)sin a- Pec = 0 unde Pec este forța echivalentă a sistemului de forțe paralele: Pec = f Pds = PL AB După determinarea celor două tensiuni din fir, celelalte necunoscute se determină folosind procedeul prezentat anterior (j) 7 2 Se consideră un fir omogen de lungime L și greutate specifică pe unitatea de lungime p, suspendat în punctele A și B a căror diferență de nivel h este necunoscută (ca în fig 7 2) Tangentele la fir în punctele A și B fac cu orizontala unghiurile a1 și a2 cunoscute Se cer: 1) valorile tensiunii în punctele A , B (capetele firului) și C (situat în punctul cel mai de jos al firului); 2) diferența de nivel h ; 3) lungimea firului L1 între A și C și diferența de nivel dintre punctele A și C Rezolvare PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 96 1) Dacă se izolează firul și se scriu ecuațiile de echilibru ale forțelor firului eliberat de legăturile din A și B (fig 7 1 a) se obține: У Xi = 0 ^ - SA cos a1 + SB cos a 2 = 0 У Y = 0 SA sin a1 + SB sin a 2 - Pec = 0 (a) SA SB pLcos a 2 sin( a1 + a 2)’ pLcos a1 sin( a1 + a 2) (b) unde Pec este forța echivalentă a sistemului de forțe paralele: Pec = f Pds = PL AB 2) Cunoscând coordonatele A(xA,yA) și B(xB,yB) și tensiunile din fir în A și B: Sa=PYa , Sb=PPb , avem: , SR SR L(cos a- cos a ) h = Ув - yA = —~ — = / p p sin( a1 +a 2) sin a2 - a1 (c) 2 h = L a, + a 2 cos 1 2 2 3) Izolând porțiunea de fir cuprinsă între A și C (fig 7 2 b) și scriind ecuațiile de echilibru ale forțelor firului liberat de legăturile din A și C se obține: У X = 0 ^ - S cos a, + SC = 0 1 A 1 C (d) У Yi = 0 SAsin ai - Ped = 0 SC = SA cos a, = pL cos a1 cosa2 sin( a, + a 2) T S, sin a, T sin a, cos a, L1 = — -1 = L -1 - p sin( a1 +a 2) (e) unde Pec este forța echivalentă a sistemului de forțe paralele: Pec1 = f Pds = PL1 AC Diferența de nivel dintre punctele A și C se scrie: f = yA SA a= A S C P P f = L cos a 2 (1 - cos a1) (f) sin( a1 + a 2) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 97 7 3 Se consideră un fir de greutate neglijabilă, suspendat în punctele A și B aflate pe aceași orizontală (ca în fig 7 2) În punctele O1 și O2 ale firului sunt atârnate corpurile 1 și 2 având greutățile G1 și G2, cu săgețile corespunză-toare fi și f2 Se cer: 1) valorile tensiunii pe cele trei porțiuni ale firului; 2) unghiul f pe care îl face porțiunea de fir O1O2 cu orizontala; 3) lungimea totală a firului și distanța A1A2 dintre punctele de suspensie Rezolvare Întrucât firul nu are greutate, pe cele trei porțiuni AiOi, O1O2, O2B, tensiunile din fir sunt constante Pentru rezolvarea problemei se izolează nodurile O1 și O2 și se scriu ecuațiile de echilibru al forțelor (fig 7 3 b și c ) obținându-se: Nodul Oi : Nodul - S1 cos a1 + S12 cos p = 0 51 sin a1 + S12 sin p - G1 = 0 52 cos a 2 - S21 cos p = 0 S2 sin a 2 + S12 sin p - G2 = 0 (a) O2: u^^de : S12 = S21 Rezolvând acest sistem rezultă: S1 = (G1 +G 2) cos a 2 sin( a1 +a 2) S 2 = (G1 +G J cos a1 sin( a1 +a 2) g = (G2tga1 - G2tga1 )/(G1 + G2 ) S12 = + G1 - S1 G1 sin a1 = S21 = ^JS2 + G2 - S2 G2 sin a 2 (b) (c) Lungimea totală a firului și distanța AB se determină astfel: L 1 + f2 f1 - Z; AB = f1ctga 1 + (f2 - f1)ctge + f1ctga2 cosa1 cos e cosa 2 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 98 7 4 Se consideră un fir omogen greu aflat în repaus, având porțiunea AB pe un plan înclinat cu unghiul a fără frecare și porțiunea BC liberă (ca în fig 7 4 a) Se cunosc: p greutatea specifică pe unitatea de lungime a firului, unghiul a, unghiul /3 pe care îl face tangenta la fir cu orizontala în punctul C, diferența de nivel h dintre punctele B și C, lungimea firului L dintre punctele B și C Se cer: 1) valorea tensiunii în punctul C; 2) lungimea Li pe planul AB Rezolvare Dacă se izolează cele două porțiuni de fir și se scriu ecuațiile de echilibru ale forțelor firului eliberat de legături, > pentru AB (fig S7 4 b) se obține: Xt = 0 S1 - G1 sin a = 0 S1 = pL1 sin a Y = 0 N - G1 cos a = 0 (a) Gi = pLi ; Si =Sb > pentru BC (fig S7 4 c) se obține: - SB cos у + SC cose = 0 SB sin у + SC sin P - G2 = 0 (G2 = pL) SB =^lSC + G22 - SCG2 sin 2p (b) Cunoscând ordonata punctului C și relația dintre tensiuni SC=pyC o 1 xC [i 12 xC pa SC = pa ■ ch— = pa ■ 1 + sh — =——; a у a cos в Înlocuind expresiile obținute pentru SB și SC se obține: p2L2 sin2 a = pa 2pLa^ + p2L2 cos2 в cos в Din fig 7 4 c avem: , SC SB a T T a , h = yC - yB =— = -L1 sin a L1 sin a = h p p cos в cos в (L2 - h2 )cos в a = - 2(Lsin в - h) S pa p(L - h2) ; C cos в 2(Lsin в - h) ’ L SB L2 + hг - 2Lh sin в 1 p sin a 2 sin a( Lsin в - h) (c) (d) (e) (f) (g) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 99 CAPITOLUL VIII CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL PROBLEME REZOLVATE 8 1 Se consideră un punct material având vectorul de poziție în raport cu originea O a sistemului de axe Oxy dat de: r = OM = 4t i + (16t2 -1)j (cm) Se cer: 1) Ecuația traiectoriei și trasarea ei în sistemul de axe Oxy; 2) Viteza și accelerația punctului la momentul t; 3) Poziția, viteza și accelerația punctului la momentul t1=1/2 s, precum și raza de curbură a traiectoriei la același moment Rezolvare : 1) Ecuațiile sub formă parametrică ale traiectoriei sunt : x = 4t y = 16t2 -1 (a) Eliminând parametrul t din ecuațiile (a) se obține ecuația sub formă implicită a traiectoriei: x2 - y -1 = 0 (b) Această ecuație reprezintă o parabolă (fig 8 1) cu vârful în V(0,-1) care intersectează axa Ox în punctele A(-1, 0) B(1,0) 2) Viteza și accelerația punctului la momentul t se detremină cu ajutorul proiecțiilor: • Viteza: v = x = 4 x v = y = 32t y ' v = ^v2 + v2 = д/16 + (32tJ2 • Accelarația: a = x = 0 x a = y = 32 y ' a = л a2 + a2 = 32 \ x y (c) (d) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 100 3) Poziția, viteza și accelerația punctului, raza de curbură a traiectoriei la momentul t1=1/2 s sunt : • poziția: x(t,) = 2 cm 1 (( ) 3 ; (e) 1 y(t1 ) = 3 cm • viteza: x (t1) = 4 x v(t1 ) = 16,5 cm/s (f) 1 y (t1 ) =16 • accelerația: a(t1 ) = 32 cm/s2 (g) Accelerația tangențială la momentul t1=1/2 s se obține prin derivarea în raport cu timpul a vitezei: dv i i 2v v - 2v v va - va a = — = v = -, = - T dt 2 v2 + v2 v V x y aft1) = 31cm/ sг Accelerația normală la momentul t1 este prin urmare: av =-\] a a - a\ a (t1) = 7,94 cm / s2 (h) P I \xy - xy k3 sau: • raza de curbură a traiectoriei (a) se calculează cu ajutorul formulei: v2 P av Raza de curbură la momentul t1=1/2 s este: P(t1 )= 34 ,3 cm (i) Elementele calculate sunt reprezentate în fig 8 1 și sunt trecute în tabelul următor : Coordonate (cm) Viteze (cm/s) Accelerații (cm/s2) Raza (cm) x y vx vy v ax ay a aT av P 2 3 4 16 16,5 0 32 32 31 7,94 34,3 8 2 Se consideră un punct material pentru care se cunoaște vectorul de poziție în raport cu originea O a sistemului de axe Oxy: r = OM = (3sin nt)i +(2cosnt)j (cm) Se cer: 1) Ecuația traiectoriei (sub formă parametrică și implicită în sistemul de axe Oxy) și să se reprezinte grafic în sistemul de axe Oxy; 2) Viteza și accelerația punctului; 3) Poziția, viteza și accelerația punctului la momentul t1=1/3 s, precum și raza de curbură a traiectoriei la același moment PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 101 Rezolvare : 3) Ecuațiile sub formă parametrică ale traiectoriei sunt : x = 3 sin nt y = 2 cos nt (a) Eliminând parametrul t din ecuațiile (a) se obține ecuația sub formă implicită a traiectoriei: (b) 2 2 x y — + — 32 22 -1 = 0 Această ecuație reprezintă o elipsă cu centrul în originea sistemului de axe, de semiaxe: a=3, b=2 (fig 8 2) 2) Viteza și accelerația punctului la momentul t se detremină cu ajutorul proiecțiilor: • Viteza: vx = X = 3п cos nt v = У = -2 п sin nt У v = л lv v + v2 = nsl9 cos s nt + 4 sin2 nt = nj4 + 5 cos2 nt у x y • Accelarația: a = X = -3п2 sin nt X a =y = -2п2 cos nt y (c) (d) a = A la2 + a2 = n S/9 sin2 nt + 4 cos2 nt = п 2V4- + 5 sin2 nt у X y ’ ’ 3) Poziția, viteza și accelerația punctului, raza de curbură a traiectoriei la momentul t=1/3 s sunt : x(t1 ) = 3^3 = 2,598 y(t1 ) = 1 cm poziția: • f 2 '' y = s ■ — cos a Accelerația: Г f X = s ■ cos a к f 2 л y = s ■ — cos a x(t1) =-20,05 cm/s y(t1) = -15,7 cm/s v(t1) = 25,465 cm/s l1 sinг a 2 2 • 2 V s sin a) X(t ) = -72,6 cm/s2 a(t ) = 77,99 cm/s y(t1) = -28,49 cm / s2 • Raza de curbură a traiectoriei punctului momentul t1=1 s este: P(t) = |xy - xy| p(t1 )= 29,044 cm (c) (d) (e) (f) У = s ■ ț ț s ■ sin2 a л ț к 3 к 3 z s ■ sin2 a л 3sll1 - s s sin n a z - s2 z 8 6 Se consideră mecanismul format din două bare OC și AB (O =articulație fixă) și două culise: prima mobilă în A și a doua fixă în D (fig 8 6), pentru care se cunosc OC=a, OD = l și legea de mișcare a barei AB: s=DA=v0t Se cer: 1) Ecuațiile sub formă parametrică și implicită a traiectoriei punctul C al bielei 2) Poziția, viteza și accelerația punctului C pentru poziția particulară p=n /4, dacă se cunosc valorile numerice: a = 10cm, l = 30cm , v0=30cm/s PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 107 Rezolvare : Coordonatele punctului C față de axele sistemului Oxy sunt: x = acos ф C (a) yC = asin ф Este evident faptul că punctul C descrie cercul de rază a : xC + yC = aг Din triunghiul OAD rezultă : cos ф = OD l DA~ 2 + (v, t)1 OD v0t DA 2 + (v,ty- Deci ecuațiile parametrice ale pnctului C sunt: al xC = i =; Vl2+(vot) av0t yC = I 0 = • C v + (v„t)'- (b) Viteza punctului C se obține derivând expresiile (b): XC y C - aiv2t 22 XC + y C av01 11 + (vt) (c) Acceletația punctului C se obține prin derivarea vitezei a=lvl= 2alv03t (i2 + W )2 (d) Viteza și accelerația punctului C pentru poziția particulară ф=п /4, adică л/2 l l ~ pentru cos ф = — = t, =— și au valorile următoare: 2 2 + (vot) ' v, ? v(t1) = av01 l2 + (v,t, У —1 = 5 cm/s 2l a(ti) = 2alv03t, (l2 + (vj,)1)’- = 5cm/s2 2l2 (e) (f) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 108 8 7 Se consideră bara AB ce alunecă cu extremitățile sale A și B după direcțiile axelor Ox și Oy ca figura 8 7, astfel încât punctul B se deplasează spre originea O cu viteza v0=vB=constant Se cer: 1) Ecuația traiectoriei punctului M al barei, știind că MA=a, MB=b 2) Poziția, viteza și accelerația punctului pentru p1=n/6 s, dacă se cunosc valorile numerice pentru: a=20cm, b=10cm, v0=5cm/s Rezolvare : Se notează cu ф unghiul OBA (fig 8 7) Coordonatele punctului M față de axele sistemului Oxy sunt: xM = b sin ф i Ум = acos Ф Eliminând parametrul ф se obține ecuația traiectoriei sub forma unei elipse cu centrul în O, de semiaxe b și a: x г У x b a -1 = 0 Componentele vitezei și accelerației punctului M se obțin prin derivarea relațiilor (a): xM = Ьф ■ cos ф lУм = -яф- sin ф xM -ЬфX ■ sin ф + Ьф ■ cos ф • 2 yM =-оф ■ cosф-ay ■ sin ф (c) Pentru a determina mărimile vitezei unghiulare ф și accelerație unghiulare ф se exprimă componentele vitezei punctului B în funcție de parametrul ф: x B = 0 yB =-(a + b) ■ ф ■ cos ф xB = 0 yB = (a + b )cos ф v0 ф = 0 - (a + b)sin ф Dacă se derivează în raport cu timpul viteza unghiulară ф se obține: v02 cos ф ф = 0 2 -3 (a + b) sin ф Înlocuind (d) și (e) în relațiile (c) se obține: (d) (e) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 109 xM Ум bv u *0 a + b ctgy avo a + b (= ct) VM a + b ^Ja a + b2 ctg2 ф (f) XM = -Ьф2 ■ sin ф + Ьф ■ cos ф = bv2 v0 (a + bf sin3 ф • • *2 • • r\ yM = ~ay ■ cosф-aф ■ sin ф = 0 (g) aM bv2 v0 (a + bf sin3 ф Poziția , viteza și accelerația punctului M pentru ф1=п/6 sunt: xM = b sin ф1 = 5 cm yM = acos ф1 = 17,32 cm vM( ф1) = ^a2 + b2 ctg2 ф1 = 4,41 cm/s a + b bv2 aM(ф1) = 7 -, 3 (a + b) sin ф1 = 2,22 cm /s2 (h) Observație : La același rezultat dat de relațiile (g) se poate ajunge derivând relațiile (f): / = bv0 („tgm\ = bv0 (-ф)= bv0 0 adică ц Din expresia vitezei rezultă că pentru v0 2Rg punctul material parcurge un arc de cerc având unghiul Ѳ Pentru valori ale lui v0 cuprinse între: ^2Rg Pentru v0 >y]5Rg rezultă atât v>0 cât și N>0, deci punctul material nu se desprinde de pe suprafața cilindrică și își continuă mișcarea tot timpul pe suprafața cilindrică 9 5 Se consideră un punct material de masă m care se deplasează pe o suprafață cilindrică interioară de rază R, și unghi a fără frecare (li = 0), pornind din A0 cu viteza inițială vo (fig 9 5 ) Se cere să se studieze mișcarea deteminând viteza în A1 (v1) atât din ecuația de mișcare cât și din teorema de variației a energiei cinetice Rezolvare Se alege sistemul de axe natural cu originea în A, ca în fig 9 5 b Ecuația vectorială de mișcare a PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 121 punctului material pe suprafața cilindrică interioară se scrie: mr = mg + N (a) care proiectată pe axele sistemului natural conduce la : mv = mgcos Ѳ, * v2 m— = -mg sin Ѳ + N P t 1 • j • dv dv Înlocuind: v = — = — dt dѲ prima ecuație din (b) se obține: v dv -= g cos Ѳ RdѲ ~~ = Și P=R (condiția geometrică) în sau : vdv = Rg cos Ѳ dO Prin integrare se obține : v2 — = Rgsin Ѳ + C 2 (b) (c) Introducând condițiile inițiale: Ѳ(0)=0, v(0)=v0 se obține constanta de v2 integrare: C = -^- , prin urmare legea de mișcare a punctului se scrie: v = yj v02 + 2 Rgsin Ѳ (d) Utilizând și a doua ecuație (b) se obține legea de variație a reacțiunii : mv2 N = 3mgsin Ѳ + R În punctul A1 viteza punctului și reacțiunea normală sunt: - mv2 v02 + 2Rg sin a , N1 = 3mg sin a + - R (e) (f) Teorema de variație a energiei cinetice între pozițiile A0 și A se scrie: EA - E = 'L A unde energia cinetică pentru cele două poziții se scrie: T-, 1 2 i ' 1 2 1 2 E =— mvn, E =— mv = — mv A0 2 0 A 2 2 și lucrul mecanic efectuat asupra punctului între A0 și A: Ѳ Laa = J(G + N) ■ dr = jFT ■ ds = j(Gcosq)Rdq =mgRsin ф|о = mgRsin Ѳ A0A A0A 0 sau La oa = La b + LBa = 0 + mg ■ AB = mgR sin Ѳ (g) (h) Înlocuind în (f) se obține: Hnv2 -~mv0 = mgRsin Ѳ , rezultând aceeași expresia (d) a legii de mișcare: v = ^J v02 + 2 Rgsin Ѳ (i) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 122 9 6 Se consideră un punct material de masă m, care este lansat în sus pe direcție verticală cu viteza inițială v = v0 Se cere legea de mișcare și determinarea înălțimii maxime la care ajunge în următoarele trei cazuri: 1) când asupra punctului acționează numai forța de greutate G = mg 2) când asupra punctului acționează atât forța de greutate G = mg cât și forța de rezistență a aerului de forma R = -kmv 3) când asupra punctului acționează atât forța de greutate G = mg cât și forța de rezistență a aerului R = -kmv2 v v Rezolvare: 1) Într-o poziție intermediară pe A0Ab ecuația vectorială a mișcării se scrie: mr = mg care proiectată pe axa verticală A0x se scrie: x = -g Integrând succesiv de două ori avem; t2 x = - g — + C1t + C2 (a) (b) X ( A1 A * v G V0 A0 \7/7 Fig 9 6 x = - gt + C1, (c) (d) Punând condițiile la momentul inițal (t = 0): x(0) = 0, x(0) = v0 se obține: C1 = vh C2 = 0, iar legile de mișcare pentru viteza și deplasare sunt: gt2 x =-— + v0t, v = - gt + v0 Eliminând timpul t se obține viteza v în funcție de deplasarea x: v = 7 v0- 2 gx În punctul de înălțime maximă A1 avem: vA = v1 = 0, xA = h, iar din (d) rezultă: v2 v2 h = - R 2g 2g 2) Într-o poziție intermediară pe A0A1 ecuația vectorială se mr = mg - kmv, care proiectată pe axa A0x conduce la ecuația diferențială neomogenă: x + kx = - g a cărei soluție generală are forma: (e) scrie: x = C + C2e-kt - gt 1 2 k g și derivata x = v = -kCe' - — 2k (f) (g) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 123 Punând condițiile inițiale: x(0) = 0, x(0)= v0 se obțin constantele de integrare: C1 = -C2 = + g , care introduse în relațiile (f) și (g) conduc la: k [x = (1 -e-)- gt k2 V f k v = X = kv e g l k k Înălțimea maximă xA1 = h se obține pentru v = 0 tA = t * : (h) 1 r kv0 v g , L kv1 Y| t * =— In 1 + 0 și h = — 1 In k к g > k kv1 к g 7 (i) 3) Într-o poziție intermediară pe A0A1, ecuația de mișcare vectorială se scrie: mr = mg - kmv2 — (j) v care proiectată pe A0x ne conduce la ecuația diferențială: X = - g - kx2 (k) , л , dг x dv unde înlocuind: x =-= —, x = v, avem: dt2 dt dv ( , 2\ dv , , 1 v , — = -(g + kv ) = -kdt , =• arctg^^= = -kt + C dt * ’ g/k + v2 JgTk k Punând condițiile inițiale la t =0: v(0) =v0 se obține : C = -r77arctg~r77 dg/k ^g/k care înlocuită în (l) se obține timpul t în funcție de viteză: t = arctg(v^/g/k ) - arctg(v^g/k) #g Dacă în ecuația (k) se fac substituțiile: dv dv x = — = — dt dx x = d=v(x(t)) dt se obține: 4 = -(g + kv 2) dx dx — = v— dt dv dx vdv ’ g + kv v -dx —ln(g + kv2 )= - x + C 2k Din condițiile inițiale la t = 0: x(0) = 0, v(0) = v0 se obține: C = — ln(g + kv02) de unde rezultă: 2k În A1 avem: v = vA = 0, x = ln 2k g + kvo g + kv v și rezultă: h = — In 1 к 2k xA1 =h (l) (m) (n) (o) (p) 1 + kv» 1 g 7 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 124 9 7 Se consideră un punct material de masă m, care este lansat în câmp gravitațional cu viteza inițială vo a cărei direcție face cu planul orizontal unghiul a Se cere legea de mișcare și determinarea înălțimii maximă la care ajunge în următoarele două cazuri: a) când se neglijează rezistența aerului - asupra punctului acționează numai forța de greutate G = mg b) când nu se neglijează rezistența aerului - asupra punctului acționează atât forța de greutate G = mg cât și o forță de rezistență de forma R = -kmv a Mișcarea în aer când se neglijează rezistența aerului Ecuația fundamentală a dinamicii se scrie: F = G = mg (a) sau mr = mg sau r = g (b) scrisă sub forma proiecțiilor pe cele trei axe conduce la : x = 0, y = - g, z = 0 (c) Dacă se integrează succcesiv în raport cu timpul, ecuațiile diferențiale (c) se obține soluția generală: x = C, y = -gt + C2, z = C3 t2 x = C1t + C4, y = -g— + C2t + C5, z = C3t + C6 Condițiile inițiale privind poziția și viteza la momentul t = 0 sunt: x(0 )= x0 = 0, y(°)= Уо = 0, z (o) = z0 = 0 v0x = x(0)= v0 cos a, v0y = y(0)= v0 sln a, v0 z = z(0 )= 0 Introducând condi țiile (e) în soluțiile generale (d) se obține: 0 = 0 + C1, 0 = 0 + 0 + C5, 0 = 0 + C6 v0 cosa = C1, v0 sina = 0 + C2, 0 = C3 (d) (e) (f) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 125 care conduc la: Ci = v0 cosa, C2 = v0 sina, C3 = C4 = C5 = C6 = 0 (g) Introducând valorile (g) în (d) se obține soluția particulară căutată: 2 x = (v0 cosa)t, y = - ——+(v0 sina\, z = 0 (h) Ecuația z = 0 arată că traiectoria descrisă de punctul material este situată în planul vertical (Oxy) care conține vectorul v0 Eliminând timpul din ecuațiile (h) se găsește ecuația traietoriei sub formă explicită ce reprezintă o parabolă cu axa de simetrie verticală: У = - 2 g 2 X 2 + X ■ t—a- (i) 2 v0 cos a Din relația (h) se deduc, prin derivare, relațiile: X = v0 cosa; y = - gt + v0 sin a, z = 0 (j) deci: v = Jx 2 + y 2 + z 2 =y/v02 - 2 gy (k) Elementele caracteristice ale mișcării sunt: > distanța xA=OA dintre punctul de lansare O și punctul A unde traiectoria întâlnește din nou axa Ox, numită bătaie, se obține din ecuația (i) pentru : v02 sin 2a yA = 0, rezultă: OA = — g OA devine maximă pentru sin 2a = 1, adică a = 450 (OA)max = v / g > înălțimea maximă atinsă de punctul material se obține din condiția: , 2 — 2 2 x + tga = 0 2v0 cos a v02 sin 2a 2 g ’ oa Se observă că xb = OB =—^~, datorită proprietăților de simetrie ale parabolei Ordonata punctului B (sau înălțimea maximă) se obține înlocuind (k) în (i): dy a — = 0 dx (j) (k) de unde se deduce : xB (l) 22 D D v0 sin a y = B, B = J max 1 (m) - B Q " 2 g =vL 2 g Înălțimea maximă depinde de viteza v0 și de unghiul a, ca și bătaia, atingând valoarea maximă pentru sin2a = 1, adică a = 90°: (B1B \ max PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 126 b Mișcarea în aer când nu se neglijează rezistența aerului Ecuația fundamentală a dinamicii se scrie: Întrucât forța de rezistență a aerului este de forma: R = -kmv , descompunând R în componentele sale după axele de coordonate: R = -km X; R = -km y; R = 0 (o) atunci ecuațiile diferențiale ale mișcării în proiecții pe cele trei axe sunt: mX = -kmX X + kX = 0 m y = -kmy - mg sau y + k y = -g (p) mz=0 z=0 Soluțiile generale ale ecuațiilor (p) sunt: x = C1 + Ce"; y = C3 + Ce" - z = C5 + C6t (q) k iar prin derivare rezultă vitezele după cele trei direcții: X = -kC2 e-kt; y = -kC4 e' -g; z = C6 (r) k Condițiile inițiale (poziția și viteza punctului pentru t=0) sunt : x(0) = 0 y(0) = 0 z(0) = 0 X(0) = v0 cosa, y(0) = v0 sin a z(0) = 0 care dacă se introduc în ecuațiile (q) și ( r) se obțin constantele de integrare: v0 cosa v0 cosa g + kv0 sina ' = C2 = C3 = R ; r g + kv0 sina C4 = - k2 , C5 = C6 = 0 (s) (t) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 127 Ecuațiile (q) devin: v0 cos a x = — - k -kt g + kv0 sin a У = -kt ) g / • )- k (u) k2 z = 0 Eliminând timpul din primele două ecuații (u) se obține ecuația traiectoriei sub formă explicită: y = x- tga + gx +g kv0 cosa k In kx ' v0 cosa, (v) 1 N Se observă că curba traiectoriei admite o asimptotă verticală a cărei ecuație se deduce când t от în ecuațiile parametrice (t): v0 cos a x = x„ = — - F k (w) Prin derivarea relațiilor (8 64) se deduc componentele vitezei: x = v0 cos a e -kt g + kv0 sin a -kt (x) У = k e g k Z = 0 Punând condiția y = 0, se găsește punctul de înălțime maximă D al traiectoriei Deci timpul necesar deplasării din O în D este: 1, g + k v sin a t =-ln -0 lD 7 ln ■ kg (y) Înlocuind în expresia (u) se obține înălțimea maximă a traiectoriei și abscisa corespunzătoare acestui punct: y max yD v0 sina g , g + kvo sin a - „ ln (z) k k2 g xD = xE v02 sin a cos a v02 sin 2a g + kv0 sin a 2(g + kv0 sin a) 9 8 Se consideră un punct material de masă m care se deplasează fără frecare (li = 0) pe conturul circular AOA1, de rază R=CA0=CA1 cu viteză inițială vo (fig 9 8) După ce parcurge acest drum cu unghiul la centru a = n/2, continuă deplasarea în aer A1A2 (OA1=h) Se cere: 1) Să se studieze mișcarea pe A0A1, folosind atât ecuația de mișcare cât și teorema de variației a energiei cinetice 2) Să se studieze mișcarea pe porțiunea A1A2, în două variante de acționare a forțelor de rezistență a aerului: a) R = 0; b) R = -kmv PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 128 Rezolvare 1) Mișcarea pe drumul AA: Se alege sistemul de axe natural cu originea în A, ca în fig 9 8 Ecuația vectorială de mișcare a punctului material se scrie: mr = mg + N (a) care proiectată pe axele sistemului natural conduce la : mv = mgcos Ѳ, v2 m— = -mg sin Ѳ + N P (b) - л dv dv dO v dv Întrucât: v = — = -= dt dѲ dt R dѲ vdv = gR cosddd ecuațiile (b) devin: v2 m — = -mg sin Ѳ + N R Prin integrare se obține : v = ^J 2 Rg sinѲ + v02 (b') (c) Din a doua ecuație (b') se obține legea de variație a reacțiunii normale: л mv2 N = 3mgsin Ѳ + R În punctul A1 viteza punctului și reacțiunea normală sunt: v =yl v2 + 2Rg sin(n/2) =yl v2 + 2Rg л r „ mv2 N = 3mg + —- 1 R Teorema de variație a energiei cinetice între pozițiile A0 și A se scrie: EA - E = L A unde : E =— mv02, E Ao 2 0 ■> A Ѳ LAA = J(G + N) ■ dr = jFT ■ ds =j(Gcosq)Rdty =mgRsin ф|о = mgRsin Ѳ A0A A0A 0 sau (vezi fig 9 8): La0-a = La0-b + Lb-a = 0 + Lb-a = mgRsin Ѳ Înlocuind în (f) se obține legea de mișcare (d) : ~mv2 -~^mv0 = mgR sin Ѳ v = ^Jv02 + 2Rgsin Ѳ (d) (e) (f) 1 2 = — mv 2 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 129 2 a Pentru studiul mișcării pe A1A2 în absența rezistenței aerului, se alege sistemul de axe Oxy ca în fig 9 8, și se scriu succesiv relațiile: mr = mg sau r = g (g) care se scriu sub forma ecuațiilor diferențiale, care integrate dau: x = C1 sl2№L ): ЕЛі - E = l4oA1 adică: mvQ -T ■ L = -pmgL și se obține aceeași expresie pentru v1: 2) Ecuația vectorială privind mișcarea pe arcul de cerc A1A2 (Fig 9 9 a) este: mr = G + N (e) care proiectată pe axele naturale se scriu: mv = mg sin Ѳ v2 m — = mg cos Ѳ - N P Prima ecuație din (f) v = g sin Ѳ, (f) , dv dv dѲ v dv , unde v = — = = , devine: dt dѲ dt R dѲ v2 vdv = Rgsin ѲdѲ care integrată ^ —= - Rgcos Ѳ + C1 iar din condițiile v2 inițiale (t = 0, Ѳ (0) = 0, v(0) = vj) se obține C = -^- + Rg și prin urmare legea viteză-spațiu se scrie: v = ^J2Rg(1 - cosѲ) + v( (g) Înlocuind (g) și p = R în ecuația a doua din (f) se obține: 2 N = mg (3 cos Ѳ- 2')-^-L R (h) Formulele (g) și (h) reprezintă viteza și reacțiunea nominală într-un punctoarecare de pe arcul A1A2 Presupunând că în A2 mobilul părăsește cercul, se impun condițiile: Ѳ = a N= 0 și v = v = v2, iar (g) și (h) se scriu: v2 =^J2Rg(1 - cos a) + v12 0 = mg (3 cos a - 2)- ■mvL R (i) obținându-se: v12 + 2 Rg cos a = — v, 3Rg 2 2 Rg + v( — - v 3 2Rg + vQ - 2ygL 3 (j) 2 2 v = 7v- 2^gL 2 Observație: Dacă se impune condiția: 0 R; viteza unghiulară a manivelei O1A este ш = constant Se cere să se calculeze și să se reprezinte grafic viteza și accelerația punctelor A, B, C, D, M, N Rezolvare Patrulaterele O1ABO2 și O2CDO3 rămân tot timpul paralelograme cu laturile O1O2 și O2O3 fixe, barele O1A , O2B și O3D au o mișcare de rotație , iar barele AB și CD o mișcare de translație, deoarece rămân tot timpul paralele cu O1O2 și O2O3 (fixe) Avem prin urmare : vA = ш • O1A = ш • r dar ш = const 8 = 0 aA = 8 • O1A = 0 aA = ш2 • O1A = ш2 • r aA = avA=ad • r VD Deci: v = v = v = ш^ r vA vB vM ĂV r aA = aB = aM = ш2 • r (b) Bara O2C are aceeași viteză unghiulară: ш = const ca și O1A, deci: vC = ш • O2 C = ш • R aC = ш2 • O2C = ш2 • R Analog, avem : v = v = v C D M (c) aC = aD = a (d) ®1 VA v O VB M vc VN O2 O3 Fig 10 1 a C N D / ав/ / /aA aM / / o/O3 / Fig 10 1 b PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 148 10 2 Se consideră un cub de muchie a, care se rotește în jurul diagonalei principale OB cu viteza unghiulară ш = 2а/Зс0t (fig 10 2) Se cer: 1) viteza și accelerația punctului B 2) vitezele și accelerațiile punctelor A,A ,C,C ,O Rezolvare Se folosesc formulele lui Euler: v1 = v0 + ш x r a1 = v0 + 8 x r + ш x (ш x r) Se alege sistemul de axe mobil (Oxyz) (a) după muchiile cubului (ca în fig 10 1) Întrucât v0 = 0; a0 = 0, relația (a) se scrie: v1B = ®x rB; / (b) a1B = 8 x rB + ш x (ш x rB) = 8 x rB + ш x v1B unde: rB = OB = a( i + j) Ш ш • versOB' = 2ё0t(i + j + k) (c) 8 = ш = 28 0 (i + j + k); Viteza punctului B: i j k v1B = 280t 1 1 1 = 280 at (- i j v1B a a 0 Jv 2R + v2 + vj = 2d2a8n t; у 1Bx 1By 1Bz ’ 0 ’ (d) / v1Bx л/2 (- vBy si 2 cos(v1B,i )=— = -—; cos(v1B' ,j)=—=—; v1B 2 vB 2 cos(v1B, ,k )= 0 Accelerația punctului B: i j k i j k a = 28 a1B = 8 0 1 1 1 + 48 0 at 1 1 1 a a 0 — 1 1 0 z-y z"yo |1 | O o 7~2 І7 | O |1 O O 7~2 I 7 I Q /702 d2 l:r a1B = —2a80 (1 + 2801 )i + 2a80 (1 — 280t )J + 8a801 k dn = л I a,„ + ; 1B у 1Bx 1By 1Bz f (e) cos(a i)= a^; cos(a ,k)= OdBL; cos(a ,k)= 1B a1B 1B a1B 1B a1B PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 149 Pentru găsirea vitezei și accelerației punctelor A, A ,C,C ,O se procedează în mod analog: v1 = ш x r ; a1 = 8 x r + ш x v1, unde vectorii de poziție ai punctelor specificate au expresiile: rA = OA = ai; rA, = OA = a(i + k); rC = OC = aj rC, = OC' = a(j + k); rO, = OO' = ak (f) Vitezele punctelor specificate se calculează astfel: v = 28 0І V1C = 28 0t i 1 a i 1 0 j 1 0 j 1 a k 1 = 2ё 0 at (j - k); 0 k 1 = 2ё 0 at (- i + k); 0 V1A' = 28 0t v = 28 0t i 1 a i 1 0 j 1 0 j 1 a k 1 = 2ё0at(i - k) a k k ) (g) a i j k '' = 28 0t 1 1 1 = 280at(i - j) 0 0 a Accelerațiile punctelor specificate se calculează astfel: i j k i j k a1A = 280 1 1 1 +480at 1 1 1 a 0 0 0 1 -1 i j k i j k ă1A, = 280 1 1 1 +480at2 1 1 1 a 0 a 1 0 -1 i j k i j k a1C = 280 1 1 1 +480atг 1 1 1 0 a 0 -1 0 1 i j k i j k a1C, = 280 1 1 1 + 480at2 1 1 1 0 a a 0 -1 1 i j k i j k ăw, = 28 0 1 1 1 + 480 at 1 1 1 0 0 a 1 -1 0 — 2a80 (— i + k)+ 4a8 0t (i — 2j + -2a80 (i - j) + 4a8^t2 (i + j - 2k) (h) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 150 10 3 Se consideră paralalelipipedul dreptunghic având muchiile: OA = a, OC = 2a, OO = 3a (fig 10 3) care se rotește în jurul axei OC cu viteza unghiulară ® = 71380t Se cere: viteza și accelerația punctului B Rezolvare Se aleg axele sistemului mobil (Oxyz) după muchiile paralelipipedului dreptunghic (fig 10 3) ; întrucât v0 = 0; a0 = 0, viteza și accelerația punctului B se calculează cu formulele: v , = ® x OB ;a , = 8 x OB' + ® x v , Întrucât avem : OB' = ai + 2aj + 3ak ® = ®versOC = IOC'I 8 = ® =8 0 (2 j + 3k) Relația (a) se scrie: • Pentru viteza punctului B': B (a) — ț v, v V1B' i j k 0 2 3 a 2a 3a 1B'x = 0 1B y = 380at - 8 0t = 8 0 at (3 j - 2k) = 8 o t (2 j + 3k ) 2 2 2 v , = n v , + v , + v , V1B' у v Bx 1 v By 1 B'z v1BZ = -28 0at cos(v ,,i)=-ăb £ = 0; cos(v \ 1b’ / v ' ib 1B' Pentru accelerația punctului B' : i j k i j k a ' = 0 2 3 8n a + 0 2 3 1B 1 2 3 0 0 3 -2 a b, = a80 713(1 +1380t4) 138 0t2 z O' (b) A' 3a B' O 2a C y a A B Fig 10 3 v ■ 3 / v , = -^=; cos(v ,k ) v 713 v 1B v 1B Гт® C' (c) 2 /13 80t • 80at = -1380at2i + 80a(3 j - 2k) (d) cos(a1B, ,i) = —— = 1380t ; cos(a1B,, j) = -B- - a, д/13(1 +138 0t2) -b 713(1 +138 0t4) a2 1B z 3 cos' -b 713(1 + 138 -f1) Temă: Să se determine vitezele și accelerațiile punctelor: B B ’ A A’ O’ C PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 151 10 4 Se consideră un șurub având diametrul D = 20cm și pasul p = 4mm Șurubul începe să se rotească într-o piuliță, pornind din repaus, cu viteza unghiulară o = 2t (s) Se cere viteza și accelerația unui punct situat pe periferia șurubului la momentul t1 = 10s Rezolvare: Mișcarea șurubului este o mișcare elicoidală compusă dintr-o o mișcare de rotație în jurul axului șurubului și o mișcare de translație dealungul axului: v = 4 v2 + v2 ; V tr rot ’ a = Ja 2 + a21; у tr rot ’ unde: v = v =^~; v f = Ro tr 0 rot 2n unde: a = —; a = s2 + o4 tr rot 2n (a) Prin urmare, vieza și accelerația unui punct aflat la periferia lui este: 2 v = o p 2 + R 2 (2n)2 ' f ps К 2nJ + R2 (s 2 +o4) (b) a = Vieza și accelerația punctului la momentul t1 = 10s când avem: o1 = 20s-1, s1 = 2s~2, este: v1 = 2m/s și a1 « 40m/s2 (c) 10 5 Se consideră un șurub având raza exetrioară R și pasul p = 4mm Șurubul începe să se rotească într-o piuliță fixă, pornind din repaus, astfel încât deplasarea în lungul axei se face cu o accelerație constantă a0 Se cer viteza și accelerația unui punct situat pe periferia șurubului la momentul t Rezolvare: Mișcarea șurubului este elicoidală (rototranslație) : > Pentru mișcarea de translație dealungul axului avem: vtr = v0 = a0t a, = a tr 0 > Pentru mișcare de rotație 2n vrOt = Ro= R ■ v0 = p (a) an rot 2nRa0t p „ 2 f 2n = Ro = R ■ — a0t l p J v; at 2nRa0 ’ rot dt p (b) Prin urmare, vieza și accelerația unui punct aflat la periferia lui este: v = 4 v2 + v2t у tr rot f 2nR 2 = af — Vl p J +1; = a0 f 2nR 2 f 2nt 4 (c) 1 + + R2 l p J l p J PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 152 10 6 Se consideră o bară OA de lungime l se deplasează într-un plan vertical cu extremitatea O pe semicercul de rază R, rezemându-se tot timpul în B (fig 10 6 a) Se cunosc viteza de deplasare a punctului O, v0 = constant Se cer: Ecuațiile Bazei și Rostogolitoarei mișcării și vitezele punctelor A și B ale barei Rezolvare: Se duc perpendiculare pe direcțiile vitezelor aplicate în O și B , intersecția acestor perpendiculare determină centrul instantaneu de rotație (C I R), pe care îl notăm cu I Se aleg axele fixe O1 x1 y1 și mobile Oxyz ca în figură și parametrul mișcării unghiul dintre O1x1 și Ox notat cu ф = ф^) Pentru determinarea Bazei și a Rostogolitoarei vom folosi două metode: a Metoda geometrică Proiectând punctul I pe axele fixe (O1x1y1) (fig 10 6 b) obținem ecuațiile parametrice ale Bazei: = O1D = Rcos 2ф (a) П1 = DI = R sin 2ф Eliminând parametrul p din ecuațiile (a) se obține ecuația explicită a Bazei: £2 + n2 = Rг care reprezintă un cerc cu centrul în O1 de rază R Proiectând punctul I pe axele mobile (Oxy) (fig 10 6 b) se obțin ecuațiile parametrice ale Rostogolitoarei: £ = OB = 2 Rcos ф П = IB = 2 R sin ф (b) B ROSTOGOLITOAREA 7//////x R/ y \ BAZA O a Eliminând parametrul ф din ecuațiile (b) se obține ecuația explicită a Rostogolitoarei: £2 + p2 = 4 Rг (c) și care reprezintă un cerc cu centrul în O, de rază 2R PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 153 b Metoda grafo-analitică Se vor folosi ecuațiile parametrice ale Rostogolitoarei și bazei obținute analitic : > pentru Rostogolitoare: - y/ ® P = v0 x/ © (d) > pentru Bază: = x0 + £ cos ф - n sin ф П1 = y0 + £ sin ф + n cos ф (e) Se observă că legea de mișcare a punctului O (originea sistemului mobil) se poate scrie: s = arcCO = R ■ 2ф (f) Derivând expresia (e) în raport cu timpul , se obține: s = 2Rф sau v0 = 2R« adică: (o = v0 / 2R; (g) Coordonatele punctului O față de sistemul fix se scriu: x0 = -O1E = -OOcos 2ф = - Rcos 2ф y0 = - EO = -OO sin 2ф = - R sin 2ф (h) Proiecțiile vitezei v0 pe axele mobile se scriu din fig 10 6 astfel: v x = v0sin ф ; v0 y = -v0cos ф (i) Înlocuind acestea în formulele (d) și (e) se obțin ecuațiile parametrice ale Rostogolitoarei și Bazei , aceleași cu cele obținute prin metoda geometrică Vitezele punctelor B și A sunt: vB = (o ■ IB = v0 sin ф vA = (o ■ IA = — ■^l1 + (2R)2 - 4lR cos ф 2 R (j) 10 7 Se consideră o bară OA de lungime l se deplasează într-un plan vertical cu extremitatea O pe direcție orizontală, rezemându-se tot timpul în B pe semicercul de rază R (fig 10 7 a) Se cunosc viteza de deplasare a punctului O , v0 = constant Se cer: Ecuația Bazei și Rostogolitoarei și vitezele punctelor A și B ale barei Rezolvare : a Metoda geometrică Din considerații geometrice și trigonometrice (fig 10 7 a), avem următoarele ecuații parametrice ale Bazei: ' ZA ZA R ZA , A sin ф z x J^1 = O1O = ; П1 = O1O ■ tg9 = R-— (a) cosф cos ф PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 154 Eliminând parametrul ф din relațiile (a) se obține ecuația Bazei: Ș4 - +n-)= 0 (b) Pentru Rostogolitoare (fig CR2 4 2), obținem : Ș = OD = n1 sin ф = Rtgг ф (c) П = ID = n1 cos ф = Rtgф Eliminând parametrul ф din relațiile (a) se obține ecuația Bazei: n2 = RȘ ’ ’ (d) b Metoda grafo-analitică Același rezultat se obține folosind ecuațiile parametrice teoretice ale Rostogolitoarei: v v - - П = (e) m m și ecuațiile parametrice ale Bazei Ș1 = x0 + Ș cos ф - n sin ф П1 = y0 + Ș sin ф + n cos ф (f) în care dacă se înlocuiesc valorile pentru: -0x = -0 COs Ф y = 0 sin Ф x0 = O1O = cos ф se obține: -o -ocos 2 ф m = — = , IO R sin ф (g) (h) У0 = 0 R Vitezele pentru cele două puncte se determină astfel: vB = m • IB = m • Ș = v0 cos ф т л -0 cos s ф vA = m • IA = -0-\ Rsin ф ț e-+r’- - 2ir^sii± cos4ф cosф (i) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 155 10 8 Se consideră o bară OA de lungime l care se deplasează într-un plan vertical cu extremitatea O pe direcție orizontală, rezemându-se tot timpul în B pe o muchie situată la înălțimea h (fig 10 8 a) Se cunosc viteza de deplasare a punctului O , v0 = constant Se cer: Baza și Rostogolitoarea mișcării, precum și vitezele punctelor A și B ale barei Rezolvare: a Metoda geometrică Intersecția perpendicularelor duse în O și B pe v0 si vB determină C I R, punctul de viteză nulă I Se notează ф = ф(т) unghiul dintre axele O1 x1 (fixă) și Ox (mobilă) Din considerații geometrice (fig 10 8 b) se poate scrie relațiile : Eliminând parametrul ф din relațiile (a) se obține ecuația Bazei : %-n1h + h2 = 0 ’ ’ (b) Ecuația (b) se poate obține direct din asemănarea triunghiurilor dreptunghice OO1B și BO1I: OO, BC O1B ~ CI Pentru Rostogolitoare avem din fig 10 8 b : J m h /3 = 6,92 (m/s) Viteza punctului D al bielei este perpendiculară pe ID și se detremină cu ajutorul relației: vD = DI -Q = ^AI2 + AD2 -Q = T39 = 6,24 (m/s) 10 11 Se consideră mecanismul bielă-manivelă din figura 10 11 a, care antrenează un disc de rază R, ce se rostogolește fără alunecare dealungul unei suprafețe paralele cu OB; se cunosc: OA = r = 10; AB = l = 50; R = 12 (cm) și legea de mișcare a manivelei OA: 9(t)= nt (rad) Pentru două poziții ale mecanismului corespunzătoare unghiurilor p1=0 respectiv p2=90o, se cere: 1 viteza și accelerația unghiulară a roții de rază R; 2 viteza și accelerația punctelor D și E ale roții; 3 poziția centrului instantaneu de rotație și a polului accelerațiilor roții Rezolvare : Cazul p1=0 Pentru prima poziție a mecanismului dat corespunzătoare unghiului p 1 a se vedea fig 10 11 b, c, d: Viteza unghiulară a manivelei OA este: ш = ф = n (rad / s) (a) Viteza punctului A va fi: vA = OA - ш = 10 n cm/s (b) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 160 У m 4 va 777777' ф=0 Fig 10 11 b l o A Fig 10 11 c — —V aA aBA B iD Ia l ■o E 02= Fig 10 11 d Fig 10 11 g Fig 10 11 i r x Pentru a detremina viteza unghiulară m1 a bielei AB se pleacă de la relația evidentă: vA = AB • m , de unde rezultă: m1 ABA i=Q Centrul instantaneu de rotație fiind în punctul I, putem scrie: vB = IB - o2 de unde rezultă viteza unghiulară a roții: o2 = = ~^ (rad/s) (l) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 162 Vitezele punctelor D și E aparținând roții se determină cu ajutorul relațiilor vectoriale: vD = o2 x ID, respectiv: vE = o2 x IE Mărimile acestor viteze sunt: |vD| = o2 • 2R = 20п cm/s; |vE| = o2 -V2r = 10д/2п cm/s (m) Accelerația punctului A este orientată de la A spre O (vezi fig 10 11 f): aA = ava = OA •o2 = 10п2 cm/sг (n) Accelerația punctului B se determină cu ajutorul relației vectorială fig 10 11 c): (vezi -B = -A + -BA + -BA (o) unde deoarece o1=0, rezultă: -BAI = BA •or = 0 Notând cu у unghiul dintre -A si -VBA , este valabilă relația: OA tgY = = 0,204 OB Dacă se proiectează relația (o) pe axele Ox și Oy rezultă: (p) '-B = aTBAsin у [aB = aAtgy = 2,04п2 cm/s2 Viteza punctului B se determină astfel: vB = o2 • 12B, unde 12B = (OA +12A)sin300 = 64,8 cm Rezultă vB = o • 12B = 57,9 cm/s Centrul instantaneu de rotație al roții se află în Ib iar viteza unghiulară se calculează în raport cu acesta cu ajutorul relației: (o = = 3,86 rad/s 11B Viteza punctului C se determină astfel: vC = o • I1C unde: I1C ^I1B2 + BC2 - 2 • I1B • BCcos1200 = 35 cm Rezultă vC = o • I1C = 135 cm/s 10 13 Se consideră un sistem de trei corpuri (1), (2) și (3) legate între ele prin fire flexibile și inextensibile, executând respectiv mișcări de tranlație, rotație și plan-paralelă fig 10 13 a) Se cunosc razele discurilor R2=2a, r2=a, R3=2a, iar discul 3 se rostogolește fără să alunece Se cere să se exprime vitezele corpurilor 2 și 3 în funcție de viteza corpului 1(sau analiza cinematică a sistemului de corpuri) Rezolvare: Distribuțiile de viteze sunt conform fig 10 13 b și se pot scrie relațiile: Pentru corpul 1: Viteza este: v1 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 165 Pentru corpul 2: vv 22 ш = — = — R r 22 v = v v2 v1 Г2 = a R2 = 2a Pentru corpul 3: v' v 33 ш 3 = = — 3 2R3 R3 ' vi v 3 = v 2 = — 3 2 2 R3 = 2a > ț ш 2 V2 ш 3 V 3 v1 2a (a) v1 2 8a (b) 5 4 10 14 Se consideră un sistem de trei corpuri (1), (2) și (3) legate între ele prin fire flexibile și inextensibile, executând respectiv mișcări de tranlație, rotație și plan-paralelă (fig 10 14 a) Se cunosc razele discurilor R2=2a, r2=a, r3=a, R3=2a, iar discul 3 se rostogolește fără să alunece Se cere să se exprime vitezele corpurilor 2 și 3 în funcție de viteza corpului 1(sau analiza cinematică a sistemului de corpuri) ////// C3 Fig 10 14 b Rezolvare: Distribuțiile de viteze sunt conform fig CR2 4 10 b și se pot scrie relațiile: Pentru corpul 1: Viteza este: v1 Pentru corpul 2 : v = v > v2 v1 r2 = a,R2 = 2a Ш2 v1 a Г = 2v1 (a) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 166 Pentru corpul 3: ш3 V3 R3 + Г3 V3 R3 v3 = v2 = 2V1 > ш3 r3 = a,R3 = 2a 2vi 3a =v 2a ш3 v3 4 3a 4vi 3 (b) 10 15 Se consideră mecanismul din figura 10 15 având elementele geometrice și mecanice următoare: OA = 2L,AB = 4L,AC = L,(cm),®OA = 2ш0 ,s 1 ,sOA = ©0,s- Se cer: vitezele și accelerațiile următoare: vA,aA,vB,aB,®AB,vC,aC,sAB pentru poziția mecanismului din fig 10 15 Rezolvare: Cele două bare ale mecanismului sunt: OA aflată în mișcare de rotație și AB în mișcare plan-paralelă Centrul instantaneu de rotație al acesteia din urmă este I a) calculul vitezelor punctelor A, B, C : (a) vA = ®OA • OA = 4/ ш cm/s AB IA VA 2AB = 4ш rad/ s vB = ®AB ■ IB = oAB^IA2 - AB2 = 2jÎL®0 cm/s vC = ш ■ IC = oAjIB2 + CB2 /,ш cm/s b) calculul accelerațiilor punctelor A, B, C: aA = aTA + aA unde aA aA = sOA ■ OA = 2/ or = rnf ■ OA = 8Lo0 (b) aA = ^(aA)2 + (aU)2 = 2^/17/ or cm/s2 tgP = aA aA aB = aA + aAB + a^B aAB = SAB ' AB , n 2 A TT S AB aAB =®AB ■ AB unde accelerația punctului A : aA = a A + aA a = eoa ■OA = 2L®0 a' = ®OA ’ OA = 8L^2 sau aA ®0, Accelerația punctului B: aB = aA + aAB + a unde aTAB dAB, rJA aB = aA + aA + aATB unde: + aAB (a) aA в aAB aT = e AB • AB AB = aAB AB AB AB 2 4 2 = ®AB • AB = 3L®0 v mOA^~^ v A O A Fig 10 16 a I (b) Proiectând relația (a) pe axele x și y avem respectiv : (94' + 2 T aB = a A 2 2 aA A2 аАв 72 0 = a + a -a A2 A2 Se obține : aB aA в и V2 (c) A AB aA в (9V2 + 4),cm/s = ,cm/s2 (d) înlocuind aAB în relația (b) se obține : e AB = ^2 Ш0 rad / s2 6 > Accelerația punctului C este : a = a T + a + aT + au ' aC aA ' aA ' aACr aAC; aAC = S AB ■ AC = 522L®0 ,Cm/S 2 2 a = • AC = — Lorcm/s2 C AB 3 0 (e) Proiectând relația (e) pe x și y se obține respectiv relațiile : PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 169 aCx = aA 2 2 a 2 2 aUc 0^ “oa * / /Л450 o 4 ' J— /7/7/77 Fig 10 18 OA = 2L, AB = 6L, AC = 3L(cm) “oa = 2®0(s 4 ),%a = “0(s-2) \\\\\\\qoa O\/ AA j SOA —1200 V-, \\\\\\\ \ u —ь |b A C Fig 10 19 OA = 5L, AB = 7L,AC = 3L (cm) “oa = 2“0 (s4 OA = 3“2 (s) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 173 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 174 OA = 16, AC = 60,r = 15 (cm) = 1,6 ( 5 -1) AA = R = 20, A0B = 60, A0D = 50 (cm) ф = 450; ®A0A =1(5- );sA0A =0 Se cer: vitezele și accelerațiile punctelor A și C , vitezele și accelerațiile unghiulare ale elementului BC A0A = R = 20, A0B = 60, BC = 100; A0D = 80 (cm) ф=300; ®A0a =1(5sA0A =0 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 175 CAPITOLUL XI CINEMATICA MIȘCĂRII RELATIVE A PUNCTULUI MATERIAL PROBLEME REZOLVATE 11 1 Se consideră un cadru pătrat de latură 2a pe a cărui latură se află un tub, în interiorul căruia se deplasează un punct material ( o bilă) M, plecând din O după legea: OM = sr (t )= 18 sinП t (cm) În același timp, cadrul se rotește în planul său, în jurul colțului O1 după legea: ф^) = 2t3 -12 (rad ) Se cere să se determine: viteza și accelerația absolută a punctului material M 2 pentru următorul caz particular: t1 =— s și a=25 cm (fig 11 1) Rezolvare 1) Mișcarea punctului M în raport cu tub este mișcarea relativă, iar mișcarea de rotație a punctului M solidar legat de tub la un moment dat, în jurul punctului fix O1 este mișcarea de transport Legile de vartiație ale spațiului pentru cele două mișcări sunt date prin enunțul problemei > Vitezele: relativă, de transport și absolută , se scriu : ds 9 n v =—- = —n cos—t r dt 2 4 vt =~^' OM = (6t2 - 2t)^(2a)2 + (a - s r j - 2v v cos a t r t v a unde a se determină din iar din triunghiul )2 (a) dreptunghic O1AM cu ajutorul relațiilor: cos a = O1A 2a OM \j(2a )2 + (a - sr )2; sin a = sl 1 - cos2 a > Viteza și accelerația unghiulară a cadrului: o = ф = 6t2 - 2t rad / s s = cb = ф = 12t - 2 rad / s2 (b) (c) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 176 > Accelerația relativă este: a = -!- = —sin—t r dt 8 4 (d) > Accelerația Coriolis se scrie: ac = 2 coxvr și deoarece o)±r avem: aC±v,, ac = 2o ■ vr = 18nt(3t -1) ■ cos(nt/4) (e) > Accelerația de transport are două componente: a'U = -OM ■ o2 si at = s x OM și deoarece sLOM avem: avt = ^(2a)2 + (a - s, )2 ■ o2 si a] = ^(2a)2 + (a - s, )2 ■ s (f) Proiectând pe axele Ox și Oy relația vectorală de compunere a accelerațiilor: a = a + ăT + cO + a se obține valoarea accelerației absolute: a r t t c s s a ax a ay -a - at cos a + at sin a rt t a a -at sin a - af cos a + a tt c 22 a + a ax ay (g) 2 2) Pentru cazul particular t = t1 = — s și a=25 cm, înlocuind în relațiile de mai sus se obțin valorile : cos a sin a OM s 0) s vr vt va ar ac aut aTt - - cm cm s-1 s-2 cm/s cm/s cm/s cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 0,95 0,31 52,5 9 1,33 6 12,24 70 58,5 5,55 32,6 93,3 315 a = -a - at cos a + af sin a = -276 ax r t t a =-at sin a- at cos a + a =-154 ay t t c a a 22 a + a ax ay = 316 cm/s2 (h) 11 2 Se consideră cadrul triunghiular din figura 11 2 și un punct material M care se deplasează în interiorul tubului solidar cu cadrul, înclinat față de verticală cu unghiul a = 300 Se cunosc legile pentru cele două mișcări: - relativă: sr = OM = 16 - 8 cos(3nt) (cm) - de transport care se rotește cadrul în jurul axei verticale: ф = 0,9t2 - 9t3rad Se cere: Să se determine poziția punctului M, viteza absolută (va) și accelerația 2 absolută (a ) la momentul t = t = — s X a / 19 Rezolvare : > Vitezele: relativă, de transport și absolută (fig 11 1 a), se scriu : PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 177 v = ^— = 24 n sin 3 nt r dt v = • OM = (1,8t - 2712 )sin a { dt 1 V a ,2 t > > > > Viteza și accelerația unghiulară a cadrului: о = ф = 1,8t - 27t2 rad / s s = o = ф = 1,8 - 54t rad / s2 dv Accelerația relativă : ar = —- = 72n2 cos 3nt dt Accelerația Coriolis se scrie: aC = 2O x V aC = 2ovr sin( 180 - a) Accelerația de transport are două componente: at = -OM •o2 si at = 8xOM și deoarece sLOM avem: at = O1M •o2 = 5 • sin a- o2 at = OM • 8 = s • sin a • 8 Proiectând relația vectorială dintre accelerații pe axele de coordonate (Mxyz), ca în fig 11 2 b se obțin relațiile și valorile : at : a t c = at - aT cos 600 t r = -aT sin 600 r a = a + a a y a y 2 3) Pentru cazul particular t = t1 =— s și a=300, înlocuind în relațiile de mai sus se obțin valorile din tabelul următor: (f) (g) O Vr Vt Va s aut aTt aur aTr aC aa s-1 cm/s cm/s cm/s s-2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 -0,93 65,2 9,3 65,9 -10,2 9 102 0 -355 61 345 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 178 11 3 Se consideră cadrul dreptunghiular ABCD (AD=a) din figura 11 3 care se rotește cua=a0 (=constant) și un punct material M care cade liber (cu accelerația g) în interiorul tubului CD solidar cu cadrul, paralel cu axa verticală de rotație Se cere să se determine viteza absolută (va) și accelerația absolută (aa) la momentul t Rezolvare : Se aleg axele fixe și mobile ca în fig 11 3 a Sistemul mobil se rotește în același timp cu cadrul dreptunghiular în jurul lui AB Mișcarea relativă a puctului M în tubul CD este gt2 dată de legea : CM = —^~ , iar mișcarea de rotație a lui M (considerat fix pe cadru) de rază a și viteză unghiulară a>0 este mișcarea de transport Calculul vitezei absolute la momentul t : r = BM = ai + ^—k 2 V0 = 0 a = 0 o = o k, ă = 0; v = v + v, a r t unde dr -j-v = — = gtk r dt 5 | - ( - gt2 Л vt = o x r = ok x ai +—— k = oaj x 2 J = O0aj + gtk va =sla 2 O0 + g 2t 2 (a) (b) (c) Calculul accelerației absolute la momentul t : a = a + at + , unde: ar=dvtr=gk; dt at = 8x r + ox(ox r )= o k x o aj = -o 2 ai a] = 0, a, = o2 a aC = 20 x vr = 2o0k x gtk = 0 (d) Rezultă : a = gk - o2ai este cuprinsă într-un plan meridian al cilindrului și are valoarea constantă: a = Vg2 + o4a2 (e) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 179 11 4 Se consideră cadrul semicircular AB de rază R din figura 11 4 care se rotește cu viteza unghiulară а>=а>0 (constantă) în jurul unui diametru vertical și un punct material M care se deplasează pe arcul AB solidar cu cadrul plecând din M0, cu viteza constantă v0 (constantă) Se cere să se determine viteza absolută (va) și accelerația absolută (aa) la momentul t Сф1 B \ M O / Uv0 ф2 Ț )m0 A І Fig 11 4 Rezolvare: Punctul M, în mișcarea sa relativă pleacă din M0 și parcurge unghiul la centru p2, și în același timp arcului semicircular se rotește în mișcarea sa de transport cu unghiul p1 Vitezele unghiulare respective sunt: a>1=m0 respectiv a>2=v0/R iar accelerațiile unghiulare: s2 = 0, s1 = 0 Se aleg cele două sisteme de axe (sistemul fix O1x1y1 și mobil Oxy ) ca în figura 11 4 a = au r v2 r R R, Viteza absolută : v = v + v (a) a r t \ s unde vectorii vr,vt au direcțiile și sensurile din fig 11 4 a , conform definiției lor, iar mărimile sunt : vr = v0, vt = OM •o1 = Ro cos ф 2 v = Jv2 + vf =Jv02 + o0R2 cos2 ф2 (b) a \ r t у 0 0 T2\7 Accelerația absolută: aa = ar + at + aC Întrucât accelerațiile unghiulare s1 = 0, s 2 = 0, rezultă că accelerațiile ar, at au decât componentele normale diferite de zero, cele tangențiale fiind nule at = af = OM • of = Ror cos ф2 (c) a r a = 2 ot x v a = 2 o v0 sin ф 2 v2 2 -ar cos ф2 - at = —- cos ф2 - Ro2 cos ф2 = R cos ф 2 a x Mărimea accelerației absolute se obține proiectând pe trei axe Mx’y’z’ astfel: ( v2 2 A + Ro l R ) a y -ac = -2o0v0sin ф2; az -ar sin ф 2 v0 • = —- sin ф 2 (d) 222 a + a + a x y z (v2 2 -0- + Ro0 > 0 J A 2 cos2 ф2 + 4o2v02 + sin2 ф RJ К R ( v4 A * г 2 l PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 180 11 5 Se consideră un cursor M care pleacă din A având viteza inițială zero pe un inel circular AB de rază R=OM cu viteza unghiulară (or=a1=s1t (c1 constant) iar inelul se rotește în jurul diametrului vertical AB cu viteza unghiulară (ot==a2==s2 t (c2 constant) ca în figura 11 5 Se cere să se determine viteza absolută (va) și accelerația absolută (aa) la momentul t oarecare Rezolvare: Punctul M, în mișcarea sa relativă pleacă din A și parcurge inelul circular cu viteza unghiulară ar=a1=e1t, și în același timp inelul circular se rotește în jurul diametrului vertical AB în mișcarea sa de transport cu viteza unghiulară a>t=a>2=s2t; accelerațiile unghiulare sunt constante: s2 = ct , s1 = ct Se aleg cele două sisteme de axe (fix O1x1y1 și mobil Oxy ) ca în figura 11 5 a a Calculul vitezei absolute: v = v + v (a) a r t \ / unde vitezele vr,vt au direcțiile și sensurile din fig 11 5 a, fiind perpendiculare și având mărimile: vr = Ro1, vt = Roc sin ф1, deci: va =>lv + vt = RJ ®2 + O2 sln 2 Ф1 (Ь) unde: ф1 = fS-t2(deoarece punctul pleacă din A având viteza inițială zero) b Calculul accelerației absolute : a = a + c, + c (c) Întrucât accelerațiile unghiulare sunt nenule (s1 0, s2 0), rezultă că accelerațiile dr,dt au atât componentele normale cât și tangențiale: a = a° + a''; a' = R(f, d = Rs r r r ’ r 1 ’ r a = aj + al; d = Rsiirn ■ oi; d = Rsiirn ■ s (d) t t t ’ t T1 2 r T124Z — — - ( П с = 2o) xv = 2R =1-t; s=-1, pe cercul de rază: OM = ^a2 + s22 Viteza absolută este dată de relația vectorială: v = V + vt (a) unde vitezele vr,vt au direcțiile și sensurile din fig 11 6 b, având mărimile: v = sr = 20ncosnt, vt = OM-«=(1 -1cC +{20snrM =7v2 + v2 + 2vrvt cos(n-a) =^(20ncosnt)2+ (1 -1)2 a +(20sinnt)2 -40n-cosa-cosnt-(1-1)-JcC +(20sinnt)2 (b) v a PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 182 unde a este unghiul OOiM, conform fig 11 6 b,c: cos a = a Mia2 + s2 Accelerația absolută este dată de relația vectorială: a = a + a + (c) a r t C X s unde accelerațiile unghiulare au sensurile și direcțiile prezentate în fig 11 6 c, și mărimile date de: a = v = s a =- 20n2 sinnt, r r r r | I’ at = aj + atT; a' =oi • OM=(1 -1)2 a +(20sinnt)2; aT=|s- OM\ =^ a2 +(20sinnt )2 Cc = 2oxv = |40rcG>sinnt\ (d) Pentru a determina mărimea accelerației absolute se proiectează relația (b) pe cele două axe de coordonate Mx și My din fig 11 6 c, astfel încât avem: a =-a - a'U sin a + al cos a , - x r t t 2 2 /X =constant și accelerația unghiulară s=0, pe cercul de rază: OM = 2R cos a, unde 2a = — a = —t 1 R 2R Viteza absolută este dată de relația vectorială: va = vr + vt (a) unde vitezele vr,vt au direcțiile și sensurile din fig 11 7 b, având mărimile: v = u; v = OM •« = 2Rcosa- — = 2cosa- u r 1 R (b) V =4v22 + + 2vvt cos(n-a) = u^ 1 + 4coSa Accelerația absolută este dată de relația vectorială: a = a + a + ă„ (c) a r t C x 7 unde accelerațiile unghiulare au sensurile și direcțiile prezentate în fig 11 7 c, și mărimile date de: a = au+ aT; ^av=® • R=u ; cC =8 • R=0 r r r 1 r r R a = af+aț; ^af =o2• OM= 2R(o• cosa; aT =&• OM=0 (d) t t t ’ t 1 ’ r 1 z a = 2®xv; ^a = 2(ou C r’ c Pentru a determina mărimea accelerației absolute se proiectează relația (b) pe cele două axe de coordonate Mx și My din fig 11 7 c, astfel încât avem: ax = a°t sin a = Ro2 sin 2a t a y li2 = a^ - aU cos a - au = 2ou - 2Ro2 cos2 a Ct r R a a + a a X y a a (e) r a a (Ro2 sin 2a)2 + 2Ro2 cos2 a u2 A2 R J PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 184 11 8 Se consideră un tub OA care se rotește în sens trigonometric în jurul punctului fix O după legea Ѳ= 3(t) În același timp o bilă M se deplasează în interiorul tubului din O spre A, după legea: x=x (t), ca în figura 11 8 a Se cere să se determine viteza absolută (va) și accelerația absolută (aa ) la momentul t Rezolvare: Se consideră sistemele de axe: fix O1x1y1 și mobil Oxyz Mișcarea absolută a punctului M este reprezentată de ecuațiile parametrice: x1 = xcos Ѳ y1 = xsin Ѳ (a) Viteza absolută este dată de relația vectorială: va = vr + vt (b) unde vitezele vr,vt sunt perpendiculare având direcțiile și sensurile din fig 11 8 b și mărimile: v = x; v = OM • 0) = x • Ѳ r ’ t 1 v =J vf + v2 л'2Ѳ: + x2 a \ t r ’ (c) Accelerația absolută este dată de relația vectorială: ăa = ar + at + a (d) unde accelerațiile unghiulare au sensurile și direcțiile prezentate în fig 11 8 c, și mărimile date de: a = v = x r r at = aj+oj; ^dț=®> • OM=x•Ѳ2 ; a]=^O1M=x• Ѳ (e) a = 2mxv a = 2x•Ѳ C r c Pentru a determina mărimea accelerației absolute se proiectează relația (d) pe cele două axe de coordonate Mx și My din fig 11 8 c, astfel încât avem: a = a - at = x - xf)2 x r t a = ac + at = 2 xѲ + xѲ (f) a =4a2 + a2 = 7(x - xѲ2 )2 + (2 xѲ + xѲ )2 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 185 11 9 Se consideră o prismă de secțiune ABC având unghiul la vârf ABC=a și înălțimea AC=h, având o mișcare de translație după după legea xA(t)=a1t2/2; pe latura AB se deplasează punctul M după legea AM=x(t)=at2/2, ca în figura 11 9 a Se cere să se determine traiectoria punctului M, viteza absolută (va) și Se consideră sistemele de axe: fix O1x1y1 și mobil Oxyz (fig 11 8 b) este dată de ecuațiile Mișcarea relativă și de transport a punctului M parametrice: x(0) =0, și x(0) = 0 Se obține astfel următorul sistem de două ecuații cu două necunoscute C1 și C2: gcos a- a o2 sin a C1 + C2 2 • 2 o sin a C1 - C2 = 0 Dacă se notează: gcos a - a o2 sin a = x0 22 o2 sin 2 a x se obține: C1 =C2 = -£■ , deci ecuația mișcării se scrie: (k) (l) (m) x=xL(eatsina+e-atsinat - 2)=x0 - [ch(otsin a) -1 ] 2 (n) x v = x =~o sin a(e - e ) = x0 o sin a-sh( otsin a) Se poate exprima legea de mișcare și sub forma relației între viteză și deplasare ținând seama de relația matematică: ch2x - sh2x = 1 Relațiile (n) se mai scriu astfel: — +1 =ch( otsin a) x0 v -=sh( otsin a ) x0 o sin a Legea de mișcare sub forma relației între viteză și deplasare este deci: ( x 2 x +1 l x0 j Г v 4 x0 o sin a j (o) (p) 2 = 1 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 190 2 înlocuind soluțiile (n) în a doua și a treia ecuație (f) rezultă reacțiunile N1 și N2 care sunt egale în modul cu forțele de presiune pe care le exercită punctul M asupra pereților tubului după Oy și Oz: N1 =mg sin a+ mo2 (a + sin ax0 [ch(ot sin a) -1]) cos a N2 =2maXsin a = 2mo2 sin2 a x0sh(otsin a) (q) Ținând seama că cele două reacțiuni sunt perpendiculare, forța totală de presiune N pe care o exercită punctul M asupra tubului este: N =7 N12 + N22 (r) 4 Condiția de repaus relativ este dată de: a = X = 0 si v = X = 0, care introduse în ecuațiile (g) conduc la: 0 =o" (a + xsin a)sin a - gcos a 0 tga Soluția generală a acestei ecuații este egală cu suma dintre soluția generală a ecuației omogene (xom) și o soluție particulară a ecuației neomogene (xp): x = x + x (i) Se consideră cele două ipoteze posibile: cc a) Dacă: o2 sin2 a- x(0) =l0, și X(0) = 0 Se obțin astfel pentru A1 și A2 valorile: l g ■ cos a + c— + ш2 asin a m A1 = l = x0 22 ш sin a (o) 0 c m A2 = 0 deci ecuația (m) a mișcării se scrie: x=l 0 + x0 (cos kt -1) v = x=- kx0 sin kt (p) Înlocuind soluțiile (n) în a doua și a treia ecuație (f) rezultă reacțiunile Nj și N2 care sunt egale în modul cu forțele de presiune pe care le exercită punctul M asupra pereților tubului după Oy și Oz Ținând seama că cele două reacțiuni sunt perpendiculare, forța totală de presiune N pe care o exercită punctul M asupra tubului este: N = J N2 + N22 b) cc Dacă ш2 sin2 a-> 0, notam ш2 sin2 a-= в2 m m Soluția generală a ecuației omogene (xom) se scrie sub forma: x =C er1t + C2 er2t, om 1 2 ’ unde r și r2 sunt rădăcinile ecuației caracteristice: r2-в2 = 0, adică r12 = ±в, deci (r) devine: x =C eet +C2 e om 1 2 Soluția particulară a ecuației neomogene se găsește de forma: l - g ■ cos a + c— + ш2 asin a x = -m P 2-2 c ш sin a - m (q) (r) (s) Deci soluția generală se scrie: PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 194 - g ■ cos a + c— + ш2 asin a x = C e + C2e + m (t) 22 c ш sin a - m iar derivata ei se scrie: x= C$e₽t - C£e(u) unde Ci și C2 sunt constante de integrare care se determină din condițiile inițiale ale problemei: pentru t=0 =^> x(0) =l0, și x(0) = 0 Se obține astfel următorul sistem de două ecuații cu două necunoscute C1 și C2: C1 + C 2 l g ■ cos a + c— + ш2 asin a + -m = l 0 c0 22 c ш sin a- m C - C 1- 2 =0 Dacă se notează: l - g ■ cos a + c— + ш2 asin a l m = x 0 x0 22 c ш sin a m x se obține: C1 =C2 = -£■ , deci ecuația mișcării se scrie: (v) (w) (x) x0 = x0 (chfit -1)+10 x==ț (ee+e-t) +10 v = x=x0P ■ shpt Se poate exprima legea de mișcare și sub forma relației între viteză și deplasare ținând seama de relația matematică: chгx - shгx = 1 Relațiile (y) se mai scriu astfel: x — l v +1 =chet; —=shfit x0 x0₽ Legea de mișcare sub forma relației între viteză și deplasare este deci: (— l x0₽> (y) (z) ( X -1 +1 l X0 ) 2 Înlocuind soluțiile (n) în a doua și a treia ecuație (y) rezultă reacțiunile Nj și N2 care sunt egale în modul cu forțele de presiune pe care le exercită punctul M asupra pereților tubului după Oy și Oz: Ținând seama că cele două reacțiuni sunt perpendiculare, forța totală de presiune N pe care o exercită punctul M asupra tubului este: N = J N2 + N22 2 2 =1 (aa) (r) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 195 3 Condițiile de repaus relativ sunt date de: ar = x = 0 si vr = x = 0, (ab) care introduse în ecuațiile (g) conduc la: z - mgcosa + cl„ + m o2asin a xR = (OM )R = 2^-2 - - mo sin a + c N = 0 (ac) N1 =mg sin a+ mo2 (a + xR sin a) Repausul relativ se realizează dacă este îndeplinită condiția: - mgcosa + dL + m o2asin a n , ,4 -2 0, ->10 (ad) - mo sin a + c 12 3 Se consideră cadrul O ABC din figura 12 3 a format dintr-un tub OA înclinat cu unghiul a față de axa de rotație, situat în plan vertical, care se rotește în jurul axei verticale BC cu viteza unghiulară o=constant În același timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un punct material M (o bilă) de masă m, pornind din punctul O fără viteză inițială Tubul este înclinat față de verticală cu unghiul a Se mai cunosc lungimile: CO =a; CB=h Se cere: 1 să se deducă ecuațiile scalare ale mișcării relative a punctului M în interiorul tubului și legea de mișcare 2 să se determine forța de presiune pe care o exercită punctul M de masă m asupra pereților tubului 3 Să se determine poziția punctului M pentru poziția de repaus relativ față de tub Rezolvare: Se aleg cele două sisteme de axe ca în fig 12 3 a: sistemul de axe (triedrul, reperul) fix O1x1y1z1 și sistemul de axe mobil Oxyz cu originea în punctul O astfel încât planul cadrului A’ABB’ să coincidă cu planul Oxz și Oy dat de regula șurubului drept Pentru studiul mișcării se pleacă de la ecuația fundamentală a dinamicii mișcării relative a punctului material: mar =F + Ft + FC, (a) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 196 unde conform fig 12 3 c se poate scrie: > F =mg+N1 +N2 = mgsin a- i + mgcos a- k - N1 k -N2 j (b) rezultanta forțelor efectiv aplicate și de legătură, > F t = -mat forța complementară de transport (c) > F C = -maC forța complementară Coriolis (d) Accelerațiile de transport și Coriolis față de triedrul mobil Oxzy (fig 12 3 b) sunt: at = at = ш 2( a - x cos a )(cos a - i - sin a- k) aC =2 шхѵ, = 2(-msin a- i -mcos a- k)x(x i J=-2ox cos a- j (d) Rezultă expresiile analitice ale forțelor complementare F = -ma = mm 2( a - xcos a)(- cos a - i + sin a- k) 2 2- f (e) FC =-maC =2mmx cos a- j Ecuația fundamentală a dinamicii mișcării relative (e) se scrie astfel: mxi = mgsina - i + mgcosa - k - N1 k-N2 j + + mm 2(a - xcos a j(- cos a- i + sin a- k]+2mmx cos a- j sau în proiecții pe axe, sistemul de ecuații scalare: mx = mg sin a - mm (a - x cos a)cos a 0 = -N2 + 2mm x cos a 0 = -N1 + mgcos a + mm 2(a - xcos a )sin a Prima ecuație a sistemului (g) reprezintă o ecuație diferențială de ordinul II neomogenă, care se scrie astfel: (f) (g) ••22 • 2 x-m cos a- x = gsin a- a m cos a (h) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 197 Soluția generală a acestei ecuații este egală cu suma dintre soluția generală a ecuației omogene (xom) și o soluție particulară a ecuației neomogene (xp): rntcosa -atcosa g ’ sin a a ш cos a z-\ x — x + x —C,e (i) om p 1 2 2 2 x J ш cos a Derivata soluției generale se scrie: X= ш cos a(C1 e atcos a-C2 e' a) (j) unde Ci și C2 sunt constante de integrare care se determină din condițiile inițiale ale problemei: pentru t=0 =^> x(0) =0, și X(0) = 0 Se obține astfel următorul sistem de două ecuații cu două necunoscute C1 și C2: C1 + C г gsin a- a ш2 cos a ш2 cos2 a C1 - C2 = 0 w w gsin a- a ш2 cos a Dacă se notează: — -= x0 ш2 cos2 a x se obține: C1 =C2 =-° , deci ecuația mișcării se scrie: x=x°(eatcosa+e-atcosat - 2)=x0 ■ [ch((btcosa) -1 ] x v = x=^ ш cos a( e wtcos a-e a ) = x0 ш cos a-sh( ші cos a) (k) (l) (m) (n) Se poate exprima legea de mișcare și sub forma unei ecuații viteză -deplasare ținând seama de relația matematică: chгx - shгx = 1 Relațiile (n) se mai scriu astfel: к x0 ш cos a ) (o) (p) f v a 2 = 1 — +1 =ch( шtcos a) x0 -V -=sh(ol sm a) x0 шcos a Legea de mișcare sub forma relației între viteză și deplasare este deci: 0 2 g ш > — tga a (v) 12 4 Se consideră cadrul ABB 'A ' format dintr-un tub situat în plan vertical de forma semicirculară ca în figura 12 4, care se rotește cu viteza unghiulară constantă o În același timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un punct material de masă m, pornind din punctul A cu viteză inițială Se mai cunosc lungimile: AA' =a; A’B’=h Se cere: 1 să se deducă ecuațiile mișcării relative a punctului în interiorul tubului pe cele două porțiuni AB și BB' 2 să se determine forța pe care o exercită punctul material de masă m asupra peretelui tubului pe cele două porțiuni Rezolvare: a Mișcarea pe AB Se consideră cele două sisteme de axe ca în fig 12 4 a: sistemul de axe (triedrul, reperul) fix O1x1y1z1 și sistemul de axe mobil Oxyz cu originea în același punct de pe axa de rotație astfel încât planul cadrului ABB’A’ să coincidă cu planul Oxz și Oy dat de regula șurubului drept Se exprimă vectorii r,ro, ш, s prin proiecțiile lor față de triedrul mobil Oxzy astfel (fig 12 4 a): PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 199 r = OM = xi; r0 = 0 '& = &• k; s = co = 0 (a) Viteza relativă și de transport se exprimă față de triedrul mobil Oxzy astfel (fig 12 4 a): dr — = x l (b) vt = v0 +oxr = (ook Jx(x •l )=o • x j Accelerațiile relativă, de transport și Coriolis se exprimă față de triedrul mobil Oxzy astfel (fig 12 4 a): =xl, at = a0 +sxr + ш x (oxr)= (ш • k)x(шx- j)= -o2x • l (c) aC = 2 oxvr = (2ш • k )x (xl) = 2шx • j v = r d t d2 r d t2 Expresiile analitice (în raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale forțelor exterioare (direct aplicate și de legătură) și a forțelor complementare (de transport și Coriolis) conform fig 12 3 b sunt F =mg+Nz + N = -mg • k + N k + N j Ft =- mat = mo2x • l (d) FC =- măc = - 2mo x^ j Ecuația fundamentală a dinamicii mișcării relative a punctului material: măr =F+Ft + FC , se scrie analitic astfel: (e) mxl = mo2x •l + (N, -2mo x)j +(NZ -mg)k (f) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 200 sau în proiecții pe axele triedrului mobil: 2 mx=ma x 4Rg sau (ao)2 + v02 > 4Rg sau: v0 > F Rg - ( ao)2 (z) (aa) (ab) (ac) (ad) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 203 12 5 Se consideră cadrul A’ABB’ din figura 12 5 format dintr-un tub AB înclinat cu unghiul a față de axa de rotație, situat în plan vertical, care se rotește cu viteza unghiulară constantă & În același timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un punct material de masă m, pornind din punctul A fără viteză inițială Se mai cunosc lungimile: AA' =a; A’B’=h Se cere: 1 să se deducă ecuațiile mișcării relative a punctului în interiorul tubului 2 să se determine viteza absolută în momentul părăsirii tubului (în punctul B); 3 să se determine forța pe care o exercită punctul material de masă m asupra peretelui tubului Rezolvare: Se consideră cele două sisteme de axe ca în fig 12 5 a: sistemul de axe (triedrul, reperul) fix O1x1y1z1 și sistemul de axe mobil Oxyz cu originea în același punct de pe axa de rotație astfel încât planul cadrului A’ABB’ să coincidă cu planul Oxz și Oy dat de regula șurubului drept Se exprimă vectorii r, ro, ш, s prin proiecțiile lor față de triedrul mobil Oxzy astfel (fig 12 5 a): r = OM = xi; r0 = 0 Ш = cos a- i + ш sin a- k; s = co = 0 (a) Viteza relativă și de transport se exprimă față de triedrul mobil Oxzy astfel (fig 12 5 a): dr ,T v = — = x l r dt (b) vt = v0 +oxr = (-®cos a - i + ш sin a-k )x(x -i )=ш - x sin a- j Accelerațiile relativă, de transport și Coriolis se exprimă față de triedrul mobil Oxzy astfel (fig 12 5 a): d2 r a = -= xi, r dt2 at = a + sxr + ш x (rnxr )= (-(ocos a - i +osin a- k )x( ш xsin a- j) (c) at = -ш2 xsin2 a - i - ш2 xsin a cos a - k aC = 2 ’oxy, = 2(-ocos a- i +шsin a- k)x(x i )= 2ш x sin a- j PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 204 Expresiile analitice (în raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale forțelor exterioare (direct aplicate și de legătură) și a forțelor complementare (de transport și Coriolis) conform fig 12 5 b sunt F =mg+Nz +Ny = mgcos a - i - mgsin a- k +Nzk + N j Ft =- mat = mokxsinг a-i +m o'xsin a cos a-k (d) FC =- măc = - 2mo xsin a - j Ecuația fundamentală a dinamicii mișcării relative a punctului material: măr = F+Ft + FC, se scrie analitic astfel: (e) mxi =(mgcosa +mo"xsin2 a)i + (N -2mo xsin a) j + +(NZ -mgsin a+m®1 xsin a cos a )k sau în proiecții pe axele triedrului mobil: mx=m®' xsinг a + mgcosa viteza relativă: vrB = XB = x0o sin a f XB + l X0 > viteza de transport: vtB =o-xB sin a , a h unde : xB = + - sin a cos a A2 gcos a o2x0 sinn a? (s) (t) (u) 3 Din a doua și a treia ecuație (f) rezultă reacțiunile N1 și N2 ale punctului material asupra peretelui tubului care sunt egale ca mărime cu reacțiunile Nz și Ny ce acționează asupra punctului: N = N =2mox sin a 2 У N1 = N =mgsin a- mo2 xsin a cos a (v) Ținând seama că cele două reacțiuni sunt perpendiculare, reacțiunea totală N asupra tubului este: N=^N12 + N22 = m sin a](g -o2 x cosa)2 +4 o2x2 (w) PROBLEMĂ PROPUSĂ 12 6 Se consideră cadrul A’ABB’ din figura 12 6 format dintr-un tub AB înclinat cu unghiul a față de axa de rotație, situat în plan vertical, care se rotește cu viteza unghiulară constantă o În același timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un punct material M de masă m, pornind din punctul O cu viteza inițială v0 Se mai cunosc lungimile: AA’ =a; A’B’=h Se cere: 1 să se deducă ecuațiile mișcării relative a punctului în interiorul tubului 2 să se determine forța pe care o exercită punctul material de masă m asupra peretelui tubului 3 să se determine poziția de repaus relativ și forța pe care o exercită punctul material de masă m asupra peretelui tubului în acestă poziție PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 207 CAPITOLUL XIII DINAMICA RIGIDULUI ȘI A SISTEMELOR DE RIGIDE PROBLEME REZOLVATE 13 1 Se consideră volantul din figura alăturată care se rotește cu turația n0 [rot / min] în jurul unei axe perpendiculare pe planul său (xOy), ce trece prin O Volantul are raza R, greutatea G și momentul de inerție în raport cu axa de rotație (Oz) J0 Se frânează volantul cu ajutorul a doi saboți apăsați fiecare cu forța radială P (fig 13 1) Coeficientul de frecare, de alunecare dintre volant și saboți este ц Se cere să se calculeze numărul de ture complete N1 pe care-l efectuează volantul până la oprire Rezolvare Se izolează volantul, se figurează toate forțele care acționează (forțele efectiv aplicate și de legătură) și se aplică teorema momentului cinetic față de axa de rotație Oz: J 0 Ф= ÎM (F) i=1 care, în cazul de față se transcrie astfel: J0 ф = -2liP • R 2цР • R Ф = -( = constan t) J 0 Integrând succesiv de două ori avem: 2pPR „ pPR Ф = ——— t + C,, ф = -—— t J 1 J ■ 0 ' 0 Constantele de integrare C, și C2 se determină din condițiile inițiale: (a) (b) P L J0 | Ѳ si Ѳ2 obținute în relațiile (g) și (j): PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 213 NB = G л 3 3 л —sin Ѳ cos Ѳ —(cosѲ0 - cos 0)sin Ѳ r4 3 2 3 1 (k) Na = G s [ 4 r 0 7 ) Metoda a II-а Se poate determina viteza unghilară folosind teorema de variație a energiei cinetice sub forma: E1-E0=L0-1 (l) unde E0=0 este energia cinetică la momentul inițial, 1G 1 iar E1 = vC + — J o2, este energia cinetică la un moment oarecare t1 2 g 2 JC = G (£) = G^ este momentul de inerție mecanic al barei față de axa CZ 1 Л Л 5 5 g 12 3g de rotație ce trece prin C; 2G£2 Deci: E1 = 2g^ o2 1 3g L0 1 = G(h0 - h) = G£(cos Ѳ0 - cos Ѳ), este lucrul mecanic al forței de greutate a barei Înlocuind aceste valori se obține același rezultat (j): 2G£2 3g -o2 = G£(cosѲ0 - cosѲ) o2 = — (cosѲ0 - cosѲ) 3g 0 2? 0 (m) (n) Derivând în raport cu timpul relația (n) se obține (g): 2oo = — Ѳ sin Ѳ Ѳ = o = —sin Ѳ 2£ 4£ (o) 13 5 Se consideră sistemul format dintr-un corp de greutate G1 și un disc omogen de rază R și greutate G2 având înfășurat pe circumferința sa un fir de care este fixat primul corp (fig 13 5) Corpul este lăsat liber plecând din repaus Se cere legea de mișcare și tensiunea din fir Rezolvare Se aplică teorema de variație cinetice sub forma diferențială: dE =dL E = E1 + E2 = unde: unde Rezultă: energiei (a) 1 G1 2 1 2 -1 v +— J2 o 1 2 2 2 2g v1 R2 v2 E = 7^ (2G1 4g o2 r = G2 R22 2 2g (b) + G2) a PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 214 Diferențiind relația (b) rezultă: dE = —— (2G1 + G2 )v1a1dt 2 g L = L1 + L2 = G1h1 + 0 dL = G1v1dt Înlocuind în relația (a) rezultă accelerația sistemului: a1 2G1 -1— g 2G1 + G (b') (c) (d) Integrând succesiv de două ori relația (d) se obține viteza și deplasarea corpului 1: 2G1 G1 2 v1 = -1— gt + C1 si h = -1 -gt + C,t + C2 1 2G1 + G2 1 1 2G1 + G2 1 2 Constantele de integrare Ci și C2 se obțin din condițiile inițiale: t=0 =^> v1=0, h1=0, rezultă așadar: C1=C2=0 Deci relațiile (e) se scriu: 2G1 G1 2 v1 = -1— gt1 si h1 = -1 gt 1 2G1 + G2 1 1 2G1 + G2 Viteza și deplasarea corpului 2 se obțin ținând seama de relația (b): v1 2G1 g G1 g 2 o = — = 1 — t si ф9 = -1 -—t 2 R2 2G1 + G2 R2 1 2G1 + G2 R2 (e) (f) (g) 2) Pentru calculul tensiunii din fir S se separă cele două corpuri și se scrie teorema impulsului pentru corpul 1(fig 13 5 a): M a = Ъ Fa + Fleg care în proiecție pe direcția mișcării se scrie: G a1 = G1 - S g S = G1 1 - GG 2G1 + G2 (g) (h) S G1 Fig 13 5 a N g J 13 6 Se consideră sistemul format dintr-un troliu de raze R și r, de greutate G3 pe circumferințele troliului fiind înfășurate două fire inextensibile de care sunt prinse două greutăți G1 și G2 (fig 13 6) Se neglijează frecările Sistemul este lăsat liber plecând din repaus Se cere legea de mișcare a sistemului și tensiunile din cele două fire Rezolvare Firele fiind inextensibile dLnt = 0, astfel încât pentru determinarea mișcării se aplică teorema de variație a energiei cinetice sub forma diferențială: dE =dL (a) Se face o analiză cinematică a mișcării celor două corpuri ale sistemului (2 și 3) în funcție de mișcarea corpului 1, conform tabelului de mai jos PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 215 Corpul și tipul mișcării Deplasarea Viteza Accelerația Deplasarea virtuală 1 Translație hi vi a1 Shi 2 Translație h =rh 2 R rv v2 = 2 R ra a2 = 2R rbh bh2 = 2 R 3 Rotație Ф3 = — 3R v1 Ш = — 3R a s 3 = 3R x 5h1 8ф3 =—L 3 R Energia cinetică totală a sistemului fiind: l • 1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 2 1 2 1 T 2 / \ E = E1 + E2 + E3 = g-V1 + T-v2 +rJ 3®3 (a) 2 g 2 g 2 Dacă presupunem că discul 3 este omogen de rază R și masă G3 g atunci momentul de inerție se scrie: J 3 = G3 R R 2g Deci energia cinetică a sistemului se scrie: v2 ( E = -Ă- 2G1 + 4g l 1 2r2 ; ,—- G2 + G3 1 R2 2 3 ) (b) Diferențiind relația (b) rezultă: 1 ( dE = — 2G1 2g l 1 2r2 + - R G + G v a,dt 2 2 3 1 1 7 11 ( L = L1 + L2 + L3 = G1h1 + 0 — G3 h3 = G1 l h1 7 (b') (c) Diferențiind relația (b) rezultă: înlocuind în expresia accelerația sistemului: ( G1 l ( dL = G1 l teoremei r —G vdt R 2 7 1 1 (c') energiei cinetice dE=dL, rezultă a1 = 7 л r -g2 R 7 - G g G1 + —7 G2 + ' l 1 R2 2 2 7 (d) Integrând succesiv de două ori relația (d) se obține viteza și respectiv deplasarea corpului 1: v1 = a1t + C1 si h1 = a1t2 + C1t + C2 (e) Constantele de integrare Ci și C2 se obțin din condițiile inițiale: t=0 =g> v1=0, h1=0, rezultă așadar: C1=C2=0 Vitezele și deplasările corpurilor 2 și 3 se obțin ținând seama de relațiile din tabelul de mai sus 2) Pentru calculul tensiunii S din fir se separă cele trei corpuri și se scrie: > teorema impulsului pentru corpul 1 (fig 13 6 a): M 1a1 = T Fa + Fleg (f) S1 1 1 П ! a1 © G1 „ Fig 13 6 a PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 216 care în proiecție pe direcția mișcării se scrie: ( a i S1 = G1 1 - a l g) > teorema impulsului pentru corpul 2 (fig 13 6 b): m 2 a +f-‘ ) care în proiecție pe direcția mișcării se scrie: S 2 = G2 (1 + 01 - l gR) > teorema impulsului pentru corpul 3 (fig 13 6 c): (h) G a1 = G1 - S1 g G-a1 = -G2 + S2 g R 1 2 2 1 ^1 22 (i) M 3 aj = Y,(Fa + Fe) care în proiecție pe cele două direcții se scrie: 0 = H 3 0 = V - G3 - S1 - S 2 V = G3 + S1 + S 2 ( a1 i 1 (g) (h) 3 + G2 (1 + Ol -i 21 g R ) > teorema momentului cinetic pentru corpul 3: J3 s 3 + Mleg) G R 01 = S1R - S 2 r 2g R 1 2 V = G1 1 g) 2 + G3 (j) (i) Observație: Relația (j) este o relația de verificare, întrucât în aceasta toate mărimile sunt cunoscute Dacă nu se aplică teorema energiei cinetice atunci relațiile obținute prin separarea corpurilor și aplicarea teoremelor impulsului și momentului cinetic sunt suficiente pentru determinarea mișcării și a forțelor de legătură ale sistemului 13 7 Se consideră sistemul de corpuri din fig 13 7, în care mărimile R, G, a, sunt cunoscute Corpul (1) coboară pe planul înclinat ( se neglijează frecarea de alunecare) având parametrii cinematicii: h1, v1, a1; corpul (2) se consideră omogen de rază R2 și este antrenat prin intermediul firului într-o mișcare de rotație (fără frecare în lagărul O2), iar corpul (3) se deplazează în sus având o mișcare plan-paralelă Se cere: 1) Să se determine mișcarea sistemului cu ajutorul teoremei energiei cinetice (parametrii h1, v1, a1); 2) Să se determine forțele de legătură, prin aplicarea teoremelor impulsului și a momentului cinetic PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 217 Rezolvare 1) Pentru rezolvarea problemei se face mai întâi o analiză cinematică a mișcării, adică găsirea relațiilor de lanț cinematic, ceea ce înseamnă exprimarea parametriilor cinematici ai corpurilor (2) și (3) în funcție de parametrii cinematici ai corpului (1) Se scriu relațiile de lanț cinematic pentru viteze, iar pentru deplasări și accelerații se ține seama de relațiile diferențiale dintre ele (fig 13 7 a) Astfel: Pentru corpul 1 și 2: Rezultatele analizei cinematice se trec în abelul următor: Corpul și tipul mișcării Deplasarea Viteza Accelerația Deplasarea virtuală (1) Translație hi vi a1 Shi (2) Rotație h1 Ф2 2R V1 = —- 2 2R a1 8 2 = — 2 2R 5ф2 = ^ 2 2R (3) Plan-paralelă h = h 3 4 v = Vt 34 a1 a, = — 3 4 8*3 = ^- 3 4 h1 Ф3 = — 3 8R V1 = — 3 8R a 8 3 = 3 8R 8*1 8ф, = —L 8R Aplicând teorema de variație a energiei cinetice pentru întregul sistem de corpuri, sub forma PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 218 dE = dL (c) unde energia cinetică totală E este suma energiilor cinetice ale celor trei corpuri: E = Ei + E2 + E3 „ 1 2 1G 2 „G 2 E, = — Mv = -v: = 16—v: 1 1 1 1 1 2 2 g g Presupunând că cele două roți sunt omogene, putem scrie: E 1 J O 2 1 M 2 R2 E = — J, (O — 2 2 2 2 2 2 1 2 E 3 = 2 M 3 v 32 1 , 2 +— J, CO, 233 V-=2 Gv2 g v12 2 1 8G „2 222g 4R 1 16G v2 1 16G „ ,, 2 g 16 2 2g 64R 3 G 2 4 -gv1 (d) П • Г 75 G 2 75 G Prin urmare: E = v dE = -a v dt 4 g 1 2 g 11 Lucrul mecanic total al forțelor sistemului, conform fig 13 7 b, este: L = L1 +L2 +L3 unde: L1 = (G1 sin a (e) sin a)h1; L2 = 0; L3 = -G3h3 = -4Gh Prin urmare: L = 4G(8 sin a - 1)h1 dL = 4G(8 sin a - i^dt Înlocuind în teorema (c) expresiile lui dE accelerația 8(8 v in a — cinetice obține a1 (f) energiei și dL se corpului (1): (g) 75 g Prin integrare succesivă se obține viteza v1 și respectiv deplasarea h1 2) Calculul reacțiunilor Se separă corpurile și se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură, fiecare corp fiind acționat de forțele efective aplicate și de forțe de legătură (reacțiuni) și se scriu teoremele generale (teorema impulsului și a momentului cinetic) a Pentru corpul (1)(fig 13 7 c) teorema impulsului se scrie astfel: — a1 = G sin a- g 0 = -G1 cos a + N1 M1 a = R se obține: S1 32G (и a + 8); N = 32G cos a 1 75 v (i) (j) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 219 b Pentru corpul (2) se scriu atât teorema impulsului cât și teorema momentului cinetic în raport cu centrul maselor O2 (fig 13 7 d): 0 = H2 - S1 cosa 0 = V2 — S1 sina — G2 — S2 M2a2 = R2 j o = V M 8G (2R) a1 = S 2R S R J 2°2 =VMOZ -— '^7>= S1 ’ 2R - S2 ’R 2 g 2 2R S 2 = 64G 75 (3 sin a + 9); H2 = S1 cos a; V2 = S1 sin a + G2 + S2 c Pentru corpul (3), se se scriu atât teorema impulsului cât și teorema momentului cinetic în raport cu centrul maselor C3 (fig 13 7 e): M3 a3 = R3 G a3 = S 2 + S3 — G3 g T 16G J3o 3 = VM CZ g 4R A = (s — S3 ) 2R 2 8R v 2 37 Din prima ecuație (m) S3 = 16^ (4 sin a + 37) 3 75 v ’ (m) Observații: a Ultima ecuație din cele două ecuații (m) este pentru verificare b Această problemă este rezolvată și în capitolul XIV folosind principiile mecanicii analitice (problema 14 1 6) 13 8 Se consideră sistemul din figură unde mărimile R, G, a, sunt cunoscute Roata (3) de rază R3 coboară pe planul înclinat, rostogolindu-se fără alunecare (s*0), roata (2) de rază R2 se este antrenată prin intermediul unui fir într-o mișcare de rotație (fără frecare în lagărul O2), iar corpul (1) se deplazează în sus având parametrii cinematicii h1, v1, a1 (fig 13 8) Presupunem că roțile 2 și 3 sunt omogene Se cere: 1 Să se determine mișcarea sistemului cu ajutorul teoremei energiei cinetice (parametrii h1, v1, a1); 2 Să se determine forțele de legătură, prin aplicarea teoremelor generale Rezolvare 1 Pentru rezolvarea problemei este necesară analiza cinematică a mișcării, adică exprimarea parametriilor cinematici ai corpurilor (2) și (3) în funcție de parametrii cinematici ai corpului (1) Se scriu relațiile de lanț cinematic pentru viteze, iar pentru deplasări și accelerații se ține seama de relațiile diferențiale dintre ele (fig 13 8 a) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 220 Fig 13 8 a v = v ■ v2 v1 ■ ®2 V2 r '2 v2 = — R2 v2 = i 2 R v1 = — 2R (a) V2 = 2V1 2 R Pentru corpul 3: v '3 =v 2 = 2v1; o3 V3 v3 = — м3 v v 4R 2R V3 = V1 ш3 v1 2R (b) Rezultatele analizei cinematice se trec în tabelul următor: Corpul și tipul mișcării Deplasarea Viteza Accelerația Deplasarea virtuală (1) Translație hi vi a1 Shi (2) Rotație h1 Ф2 = — 2 R v1 ®= — 2 R a 8 2 = 2 R x 5A1 5ф 2 = — 2 R (3) h3 = h1 v3 = v1 a3 = a1 Xh3 = Xh1 Plan-paralelă h1 ф3 = —^ 3 2R v1 = —L- 3 2R a 8 3 = 3 2R 8Ф3 = 3 2R Aplicând teorema de variație a energiei cinetice pentru întregul sistem de corpuri, sub forma: dE = dL (c) unde energia cinetică totală E este suma energiilor cinetice ale celor trei corpuri: E = Ei + E2 + E3 unde: E =— Mv2 = 14G 2 2G 2 v = v 11 1 2 2 g g PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 221 г 1 2 1 M 2 R E2 = 2 J2®2 = 2 2 22 1,4G 4R 2 vL = G 2 2g 2 1 v2 2 R2 g 1 1 2 E3 = - M3v3 3 2 3 * 3 16G 2 1 16G -v12 + g 1 2 2g 12G 2 v12 g (d) Prin urmare: E = 18 G v g G dE = 36—a1v1dt g (e) 1 Г 2 + 2 J 3°3 ®2 1 2 2 4 R — 4 R2 Lucrul mecanic total al forțelor sistemului, conform fig 13 8 b, este: L = Li +L2 +L3 unde: L1 = -Gh = -4Gh1 L2 L3 L3 = G3 sin a- h3 - Mr 3ф3 c 8s 4 = G 16 sin a-—cos a h к Prin urmare: L = 4G 4 sin к '1 = sN 3 2s a -cos a - R C 2s dL = 4G 4 sin a cos a к R j 4 1 vdt (f) 1 Înlocuind în teorema energiei cinetice (3) expresiile lui dE și dL se obține accelerația corpului (1): 1 Ca- 2s Л a =— 4 sin a cos a-1 g (g) 1 91 R J Prin integrare succesivă se obține viteza v1 și respectiv deplasarea h1 = 0 R J unde: M , r 3 4 1 h J 4 2) Calculul reacțiunilor Se speră corpurile și se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură, fiecare corp fiind acționat atât de forțe efective aplicate (active) cât și de forțe de legătură (reacțiuni); se scriu teorema impulsului, respectiv teorema momentului cinetic, pentru fiecare corp separat: a Pentru corpul (1) se scrie teorema impulsului (fig 13 8 c): G a1 = 51 - G1 g Înlocuind valorile se obține: s cosa R ) (h) AS1 a1 I (i) ! Fig 13 8 c o 8GC n d = — 4 + 2 sin a 1 9 l PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 222 b Pentru corpul (2) se scrie atât teorema cât și teorema momentului cinetic față de centrul maselor O2 (fig 13 8 d): 0 = H2 - S2 cos a * 0 = V2 — S2 sin a — G2 — S1 J2s2 = S2 • 2R — S1 • R (j) Făcând înlocuirile și calculele se obține: s -cos a +1 R ) 4G ( S = — 2 sin a 2 3 L (k) H2 = S2 cos a; V2 = S2 sin a + G2 + S1 c Pentru corpul (3) se scrie atât teorema impulsului cât și teorema momentului cinetic față de centrul maselor C3(fig 13 8 e): —— a3 = — S2 — T3 + G3 sin a g *0 = N3 — G3 cos a (k) J3s3 =— S2 • 2R + T3 • 2R — Mr3 Mr 3 = sN3 (l) Făcând înlocuirile și calculele se obține: N3 = 16Gcos a Mr3 = 16G • s • cos a (m) 3 4G ( s T3 =— 14 sin a +11—cos a +1 3 9 L R ) Ultima ecuație din cele trei ecuații (k) este pentru verificare Observații: > Această problemă este rezolvată și în capitolul XIV folosind principiile mecanicii analitice (problema 14 1 7) > Dacă se pune condiția de rostogolire fără alunecare a roții 3: T3 -^ sau : u =-^- N3 N3 1 ( s 14 sin a +11—cos a +1 36 cos aL R ) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 223 PROBLEME PROPUSE Se consideră sistemul de corpuri din figurile 13 9 13 13, în care mărimile R, G, a, p, s sunt cunoscute Se cere: 1) Să se determine mișcarea sistemului cu ajutorul teoremei de variație a energiei cinetice (parametrii h1, v1, a1); 2) Să se determine forțele de legătură aplicând teoremele impulsului și momentului cinetic pentru fiecare corp din sistem G2=8G r2 = R R2=2R (2) Disc omogen Fig 13 9 hi vi ai p=0 a Gi=20G G3=80G R2=2R Disc omogen C3 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 224 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 225 CAPITOLUL XIV MECANICA ANALITICĂ 14 1 PRINCIPIUL LUCRULUI MECANIC VIRTUAL ȘI PRINCIPIUL LUI D'ALEMBERT PROBLEME REZOLVATE 14 1 1 Se consideră sistemul de bare articulate din fig 14 1 1, în capătul barei AB, acționând o forță orizontală P (se neglijează frecarea din articulații) mărimile G1, G2, P sunt cunoscute Se dau: AB=2l, OA = l Se cere să se găsească poziția de echilibru a sistemului, folosind principiul lucrului mecanic virtual Rezolvare Sistemul are două grade de libertate, reprezentate prin unghiurile ai și a2, care definesc totodată și poziția de echilibru a sistemului În acest caz principuiul lucrului mecanic virtual (sau principiul deplasărilor virtuale) se scrie astfel: SL = Y F Sr = 0 i i sau în planul xOy al forțelor: 1 • Sa1 SL = G1 • Sx1 + G2 • Sx2 + P • SyB = 0 unde deplasările virtuale se scriu: ll x =— cos a, dx, =— sin a 1 2 1 1 2 x2 = l cos a1 + l cos a 2 Sx2 = -l sin a1 •Sa1 -l sin a 2 •Sa 2 yB = l sin a1 + 2l sin a2 SyB = l cos a1 • Sa1 + 2l cos a2 • Sa2 (a) (b) SL = 1 (c) Înlocuind în relația (a) și grupând corespunzător termenii se obține: (i) c Pentru corpul (3) (fig 14 1 5 c): '0 — H 3 3 = v 2= 2V1 Rezultatele analizei cinematice «2 = 2R v'2 = 2V1 v3 = v1 m3 = — (a) 3 2R 2 V 2 = - —— u = — j ’ N3 min N3 1 14 1 8 Se consideră sistemul din figură format din două corpuri: o prismă de greutate G1 și unghiul a și un corp de greutate G2, care alunecă liber pe prismă Se neglijază frecarea dintre cele două corpuri, ca și frecarea dintre prismă și suprafața orizontală (fig 14 1 8) Se cere să se determine accelerațiile celor două corpuri precum și forțele de legătură, aplicând principiul lui d'Alembert PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 240 Rezolvare Problema având două grade de libertate, se pot alege doi parametrii independenți x1 și x2, cu ajutorul cărora se determină poziția sistemului la un moment dat Accelerațiile sunt: a1 = x1; a2 = x2, iar cele două corpuri efectuează mișcări de translație Se introduc forțele de inerție ce acționează asupra celor două corpuri în centrele lor de masă, având mărimile: G G G TȚf — G1^-T7f G2 IT" 2 ZT Mi Fi 1 a1’ Fi 2 a1’ Fi 2 a2 (a) g g g și sensurile date în fig 14 1 8 a,b (opuse accelerațiilor) Fig 14 1 8 b Pentru corpul 2 accelerația a! are rol de accelerație de transport, iar a2 de accelerație relativă; astfel se justifică expresiile forțelor de inerție FI2 SlFI2 Aplicând principiul lui d’Alembert, se scriu ecuațiile de echilibru cinetostatic Se observă că sunt suficiente doar ecuațiile de proiecții, obținându- se respectiv: Pentru corpul 1: Pentru corpul 2: Se obține: G N2 sin a -1 a1 = 0 g N1 - G1 - N2 cos a = 0 G2 2 a2 g 1 G - a1 cos a - G2 sin a = 0 g (b) a1 G - G2 cos a -2 a1 sin a = 0 g G2 sin 2a (G1 + G2)sin a (G1 + G2 sin2 a) g’ 2 (G1 + G2 sin2 a) G G cosa G G cos2 a 2 (G1 + G2 sin2 a) 1 1 (G1 + G2 sin2 a) N 2 ’ (c) (d) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 241 14 2 ECUAȚIILE LUI LAGRANGE PROBLEME REZOLVATE 14 2 1 Se consideră sistemul din figură format din două corpuri: o prismă de greutate G1 și unghiul a și un corp de greutate G2, care se deplasează pe prismă Se neglijază frecarea dintre cele două corpuri, ca și frecarea dintre prismă și suprafața orizontală (fig 14 2 1 a) Se cere să se determine legea de mișcare a sistemului, folosind ecuațiile lui Lagrange Rezolvare Problema având două grade de libertate, se pot alege drept coordonate generalizate parametrii liniari q1 și q2, cu ajutorul cărora se determină poziția sistemului la un moment dat Energia cinetică a sistemului se scrie: E = E1 + E2 = G q2 + l' v22 1 2 2gyi 2g 2 unde cu v2 am notat viteza absolută a corpului de greutate G2 (a) Pentru determinarea vitezei v2 se pot folosi două metode: a Metoda analitică Se notează cu (x2, y2) coordonatele centrului de greutate al corpului 2 în raport cu sistemul Oxy ales (fig 14 2 1 b) Se poate scrie relația vitezelor astfel: 2 «2 «2 V2 = X 2 + y -2 unde: x2 = q1 - q2 cos a л y2 = h - q2 sin a Prin urmare: v22 = ( x2 = q1 - q2 cos a y2 = -q2 sin a q2 cos a)2 + (q2 sin a)2 = q2 - 2q q2 cos a + q\ (b) л2 PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 242 b Metoda grafo-analitică Din fig 14 2 1 b se poate observa că viteza corpului 2 se obține prin compunerea vectorială a celor două viteze: V2 = V + vt Prin urmare avem: V = v2 + v2 + 2vrvt cos(n - a) = q2 + q2 - dq q cos a (b’) deci s-a obținut aceași expresia pentru viteza corpului 2 Prin urmare energia cinetică a sistemului se scrie: E = G-q2 + — (q2 + q22 - 2d q2 cos a) r\ Ha \J1 -1 2 J1J2 / 2g 2g Derivatele parțiale din ecuațiile lui Lagrange se scriu: dE=0; ^E=0; ’ dC1 dC2 dE G1 + G2 G2 — = ——- с -—q2cos a; dâ1 g g (c) (d) dE G2, A — = — q - Qicos a); м,- g a Calculul forțel or generalizate Q1 și Q2 se poate face în două moduri: cu ajutorul lucrului mecanic virtual, considerând pe rând parametrii qt și q2 variabili: (sl) var = 0; (sl)q2 var = G2Sq2sin a; b (sl) (sl) > q у /С1 var o q у ’q2var 12 ~1 5q2 q1 var Sq1 = G2 sin a (e) cu ajutorul funcției de forță, care în acest caz are forma: 2 h U = E mkgyk G - i=1 3 - G2 (h - q2 sin a) unde s-a ținut seama de sensul forțelor față de axele sistemului Oxy Deci: (e’) n : dU Q1 = — = 0; Q2 =— = G2sma Ecuațiile lui Lagrange : d ( dE 'j — | dE dt \dq1 J dq1 1 dt \dq 2 J dq conduc la sietmul de ecuații: —1 q1 —- q2 cos a = 0 g g ■ var = G3 Sin a = 16Gsin a S/- Sq - Înlocuind în ecuațiile lui Lagrange : d ( dE ' dt ^3q1 J dq1 -df=Q1; d ( dE Л dt [fdq 2 J dq =Q” (e) (f) se obține sistemul algebric de ecuații: '57q1 + 2q2 = 50 g > m2 (când corpul 1 rămâne practic în repaus) se obține ( trecând la limită) perioada pendulului matematic: T = 2п/ ® = 2пд/і/ g PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 254 14 2 7 Se consideră sistemul din figură format din două bile de mase mi și m2, suspendate pe două fire de lungimi OA1= A1A2 = l de masă neglijabilă Se cere să se determine pulsațiile proprii ale sistemului de pendule folosind ecuațiile lui Lagrangei Rezolvare Sistemul având două grade de libertate, se pot alege drept coordonate generalizate parametrii (p1 și (p2, unghiurile pe care le fac firele cu verticala (fig 14 2 7) Coordonatele centrelor de masă ale celor două bile sunt: A Fig 14 2 7 Dacă se consideră cos(q2 x1 = l sin ф1 Уі = l cos Ф1 A2 x2 = l(sin ф1 + sin Ф2 ) y2 = l(cos Ф1 + cos Ф2 ) (a) Deci vitezele celor două bie sunt: x1 = Іф 1 cos Ф1 У1 = -Іф1 sin Ф1 v12 = x12 + y12 =Іф1 x2 = і( 3, conform fig 14 2 9 a Din analiza cinematică a mișcării (conform fig 14 2 9 b) se obține: ф 2 = ®2 V1 R1 + x — (undex = I1 A1) x (a) —1— (unde y = I1 A1); R - У • 3 Фз = ®3 = ~ Rezultă că vitezele centrelor de masă ale celor două discuri 1 și 2 sunt: v1 = К1ф 1 + Л3ф3; v2 = Л3ф3 - R2ф2 Deci energia cinetică totală a sistemului se scrie: E = E + E + E = — m v2 +— J ch2 +— m v2 +— J ch2 +— J ch2 ■ i j л i i j i i j f f 13 v i tz -1 i i t f t v i tz o ■ 1 2 3 2іі 2іі 222 2^2 2 3 3 G1 Г • л • \2 Gi t^2 * 2 G2 ( 11 11 • \2 G 2 v\2 ' 2 G3 , 2 * 2 E = —(R ф 1 + R3 ф3) +-R ф 1 +-(R3 ф3 — R 2 ф2) +-R2 ф2 +-R3 ф3 2iv1 3^3/ 4g iv1 2^3 4g ^2 4g ^3 (b) Derivatele parțiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel: dE = 0; ! = 0; дф1 дф2 dE R1G1, D \ G1 n2 -— = -^^ (R1 ф 1 +R 3 ф3 R1ф дф1 g 2g dE R2G2, \ G2 2 ТГ- = (R 3 ф 3 — R 2 ф 2 )+T" R2 ф 2 дф2 g 2g dE R3G1, \ R3G2 / \ G3 2 -;—= (R1 Semnul minus de la accelerația a2 arată că sensul acestei accelerații este opus celui considerat în fig 14 2 9 b , adică: R^3 - R^2 Sistemul fiind acționat numai de greutățile proprii este conservativ, deci există o funcție de forță U a sistemului care are expresia: U = G1 (R1ф1 + R^3) - G2 (R3ф3 - R2ф2) Deci se pot considera ecuațiile lui Lagrange sub forma: — dE dU dфk dфk’ k = 1, 2, 3 Ф 2 Ф 3 a2 = 1G&3 - R2ф2 = d ( dE dt Ідф k > care conduc la aceleași ecuații algebrice (e) PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 260 PROBLEME PROPUSE Se consideră sistemele formate din trei corpuri: un corp de greutate G1 și două discuri omogene de greutăți G2, G3, unul fix de rază R2 și celelălalt mobil de rază R3 legate între ele cu ajutorul unor fire flexibile și inextensibile, care se îmfășoară la periferia lor ca în figurile 14 2 10 4 2 12 (pentru problemele 4 2 11 și 4 2 12 corpul 3 se rostogolește și alunecă simultan,cu s=0, p=0) Se cere: Să se determine legea de mișcare a sistemelor cu ajutorul ecuațiilor lui Lagrange PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 261 BIBLIOGRAFIE 1 Atanasiu, M - Mecanica Editura Didactică și Pedagogică, București, 1973 2 Buchholtz, N N , Voronkov, I M , Minokov, I A - Culegere de probleme de mecanică rațională (traducere din limba rusă) Editura Tehnică, București, 1952 3 Ceaușu, V , Enescu, N , Ceaușu, F - Culegere de probleme de mecanică, I P București, vol I, II, III, 1983 4 Darabont, Al , Munteanu , M , Văiteanu, D - Mecanică tehnică Culegere de probleme Statica și Cinematica Editura Scrisul Românesc, Craiova, 1983 5 Enescu, N , Stroe, S , Ion, C , Ivan, M , Magheți, I , Ion, E , Savu, M , Cazacu, G Seminar de Mecanică Probleme IPBucurești, 1990 6 Huidu, T - Mecanica teoretică și elemente de mecanica solidului deformabil, vol I, II, Institutul de Petrol și Gaze, Ploiești, 1983 7 Iacob, C - Mecanica Teoretică Ed Didactică și Pedagogică, București, 1971 8 Marin , C , Huidu, T - Mecanica Editura Printech, Bucuresti 1999 9 Posea, N , Florian,V , Talle,V , Tocaci, E - Mecanica aplicată pentru ingineri Editura tehnică, București, 1984 10 Rădoi, M , Deciu, E - Mecanica Editura Didactică și Pedagogică, București, 1977 11 Roșca, I - Mecanica pentru ingineri Editura MatrixRom, București, 1998 12 Roșca, I - Sumar de Mecanica Editura MatrixRom, București, 1999 13 Staicu, Șt -Mecanica Editura Didactică și Pedagogică R A, București, 1998 14 Vâlcovici, V , Bălan, Șt , Voinea, R - Mecanica Teoretică Editura Didactică și Pedagogică, București, 1968 15 Voinaroski, R - Mecanica Teoretică Editura Didactică și Pedagogică, București, 1968 16 Voinea, R , Voiculescu, D , Ceaușu, V - Mecanica Editura Didactică și Pedagogică, București, 1975